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Aceasta carte 1i este dedicata fratelui meu Cristi, caruia 1i datorez o mare
parte din cunostintele mele in domeniul programarii. Un gand bun pentru
familia mea si pentru prietenii mei, care mi-au luat toate indatoririle de pe
umeri cat timp am scris cartea de fata. Fara intelegerea si rabdarea lor, nu

mi-as fi putut duce munca la bun sfarsit.






Cuvant 1nainte

In ultimii ani s-au tiparit la noi in tara foarte multe culegeri de teorie si probleme de
programare. Fiecare din ele acopera diverse domenii ale informaticii. Unele isi propun sa
initieze cititorul in tainele diverselor limbaje de programare, altele pun accentul mai cu
seama pe tehnicile de programare si structurile de date folosite in rezolvarea problemelor.
In general, cele din prima categorie contin exemple cu caracter didactic si exercitii cu un
grad nu foarte sporit de dificultate, iar celelalte demonstreaza matematic fiecare algoritm
prezentat, insa neglijeaza partea de implementare, considerand scrierea codului drept un

ultim pas lipsit de orice dificultate.

Desigur, fiecare din aceste carti isi are rostul ei in formarea unui elev bine pregatit
in domeniul informaticii. De altfel, citirea volumului de fata presupune cunoasterea te-
meinica a continutului ambelor tipuri de materiale enumerate mai sus. Totusi, pornind
de la observatia ca scrierea unui program impune atat conceperea algoritmului si demon-
strarea corectitudinii, cat si implementarea lui, ambele etape fiind complexe si nu lipsite
de obstacole, am considerat necesara scrierea unui nou volum care sa trateze simultan

aceste doua aspecte ale programarii.

In afard de aceasta, dupa cum si titlul lucrarii o spune, cartea se adreseaza pasionatilor
de informatica si celor care au de gand sa participe la concursurile si olimpiadele de
informatica. Concursul include aparitia unui factor suplimentar care rastoarna multe din
obisnuintele programarii ,,la domiciliu”: timpul. Autorul a avut la dispozitie patru ani
ca sa descopere pe propria piele importanta acestui factor. Si, mai mult decat durata
de timp in sine a concursului - care la urma urmei este aceeasi pentru toti concurentii -

conteaza capacitatea fiecaruia de a gestiona bine acest timp.

Daca in fata calculatorului de acasa, cu o sticla de Coca-Cola alaturi si casetofonul
mergand, este intr-adevar un lucru laudabil sa justificam matematic fiecare pas al algo-
ritmului, sa nu ne lasam inselati de intuitie si sa scriem programul fara sa ne grabim,
alocandu-ne o jumatate din timp numai pentru depanarea lui, in schimb in timp de con-

curs lucrurile stau tocmai pe dos. De demonstratii riguroase nu se mai ocupa nimeni,



2 Cuvant inainte

intuitia este la mare pret si de nenumarate ori este criteriul care aduce victoria, iar
timpul de-abia daca este suficient pentru implementarea programului, despre depanare
nemaiincapand discutii. In multe cazuri, cele doua etape ale programarii - conceperea si
implementarea algoritmului - incep sa se bata cap in cap. Uneori avem la dispozitie un
algoritm foarte puternic, dar nu stim cum s-ar putea implementa, alteori acest algoritm
nu face fata volumului maxim de date de intrare, iar alteori ne dam seama ca am putea
foarte usor sa scriem un program, dar nu suntem in stare sa demonstram ca el ar merge
perfect. Foarte des se renunta la implementarea algoritmilor de complexitate optima,
care sunt alambicati si constituie adevarate focare de ,,bug”-uri, preferandu-se un algo-
ritm mai lent dar care sa se poata implementa rapid si fara dureri de cap. Multi olimpici

~

1s1

y

pierd clasa a IX-a, poate chiar si pe a X-a descoperind aceste lucruri. Cartea de fata

propune sa le mai usureze drumul.

S-a presupus cunoscut limbajul de programare Pascal, cu toate instructiunile si pro-
cedurile sale standard. In carte existd multe surse in limbajul C standard. Am preferat
acest lucru, desi la concursuri se recomanda programarea in Pascal, pentru ca am sperat
ca un elev familiarizat cu limbajul Pascal va citi fara dificultate o sursa C si pentru ca
am dorit ca aceasta carte sa fie si un exercitiu de C, al carui numar de utilizatori la nive-
lul liceului este destul de redus. Surse in Pascal exista numai acolo unde se urmareste

punerea in evidenta a unei anumite subtilitati a limbajului.

Tehnicile de programare s-au presupus cunoscute in esenta, astfel incat am trecut
direct la unele optimizari, la exemple de folosire a lor si la compararea lor, respectiv
la prezentarea unor criterii in functie de care sa optam pentru folosirea fiecareia. De
asemenea, am renuntat la definirea termenilor de graf, arbore, vector, matrice, lista, stiva
si a tuturor celorlalte structuri de date de baza. Am considerat interesanta prezentarea pe
larg numai a heap-urilor si a tabelelor de dispersie (hash), care sunt mai rar folosite si de
aceea mal putin cunoscute. In sfarsit, am presupus cunoscuta notiunea de complexitate

a unui algoritm, deoarece in toate problemele se face calculul complexitatii.

Cartea prezinta interes si pentru problemele pe care le cuprinde. Ele nu sunt banale
(de fapt, majoritatea au avut onoarea de a da batai de cap concurentilor la olimpiade)
si pot fi lucrate acasa de catre elevi pentru mentinerea in forma. Tocmai de aceea, am
urmarit ca, ori de cate ori am propus o problema spre rezolvare, enuntul sa fie dat in
aceeasi forma pe care ar fi avut-o la un concurs: clar, detaliat, cu specificarea formatului
datelor de intrare si iesire si cu un exemplu sau doua. Singura diferenta este ca, de regula,
la concursuri si olimpiade se precizeaza numai timpul limita admis pentru un test; in carte
am considerat folositor sa se specifice si o complexitate optima a algoritmului care rezolva

problema, deoarece timpul de executie variaza in functie de resursele calculatorului si de



limbajul de programare folosit, deci e un criteriu mai putin semnificativ. Timpul destinat
implementarii unei probleme este in general egal cu cel care s-a acordat la concursul unde

a fost propusa respectiva problema.

In sfarsit, consider ca programatorii care isi propun sa scrie aplicatii de mari dimen-
siuni ar avea destul de multe lucruri de invatat din acest volum, deoarece am inclus si

detalii privind structuri de date mai neobisnuite sau gestionarea economica a memoriei.

Sper sa nu inchideti aceasta carte cu sentimentul ca mai bine n-ati fi deschis-o.

Catalin Francu
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Capitolul 1

Concursul de informatica

- de la extaz la agonie -

Cine doreste sa-si rezolve treburile la vremea potrivita, sa-si imparta cu
atentie timpul.
(Plaut)

Experienta demonstreaza ca, oricat de mare ar fi bagajul de cunostinte acumulat de un
elev, mai e nevoie de ceva pentru a-i asigura succesul la olimpiada de informatica. Aceasta
deoarece in timp de concurs lucrurile stau cu totul altfel decat in fata calculatorului de
acasa sau de la scoala. Reusita depinde, desigur, in cea mai mare masura de puterea
fiecaruia de a pune in practica ceea ce a invatat acasa. Numai ca in acest proces intervin
o serie de factori care tin de temperament, de experienta individuala, de numarul de ore
dormite in noaptea dinaintea concursului (care in taberele nationale este ingrijorator de

mic) si asa mai departe.

Cu riscul de a cadea in demagogie, trebuie sa spunem ca un concurs de informatica
presupune mult mai mult decat un simplu act de prezenta la locul desfasurarii ostilitatilor.
Capitolul de fata incearca sa enunte cateva principii ale concursului, pe care autorul si
le-a insusit in cei patru ani de liceu, atat din experienta proprie, cat si invatand de la
altii. Cititorul este liber sa respinga aceste sfaturi sau sa le accepte, filtrandu-le prin

prisma personalitatii sale si alegand ceea ce i se potriveste.
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1.1 Inainte de concurs

Primul si cel mai de seama lucru pe care trebuie sa il stiti este ca e important si sa
participi, dar e si mai important sa participi onorabil, iar daca se poate sa si castigi.
Nu trebuie sa porniti la drum cu ingamfare; modestia e buna, dar nu trebuie in nici un
caz sa duca la neincredere in sine. Fiecare trebuie sa stie clar de ce e in stare si, mai
presus de toate, sa se gandeasca ca la urma urmei nu dificultatea concursului conteaza,
caci concursul, greu sau usor, este acelasi pentru toti. Mult mai importanta este valoarea

individuala si nu in ultimul rand pregatirea psihologica.

Autorul a fost peste masura de surprins sa constate ca multi elevi merg la concurs
fara ceas si fara hartie de scris. Aceasta este fara indoiala o greseala capitala. In timpul
concursului trebuie tinuta o evidenta drastica a timpului scurs si a celui ramas. E drept
ca in general supraveghetorii anunta din cand in cand timpul care a trecut, dar e bine sa
nu va bazati pe nimeni si nimic altceva decat pe voi insiva. Unii colegi spuneau ,, Ei, ce
nevoie am de ceas, oricum am ceasul calculatorului la indeméana”. Asa e, dar e extrem de
incomod sa te opresti mereu la jumatatea unei idei, sa deschizi o sesiune DOS din cadrul

limbajului de programare si sa afli cat e ceasul.

In ceea ce priveste hartia de scris, ea este in mod sigur necesara. De fapt, o parte
importanta a rezolvarii unei probleme este proiectarea matematica a algoritmului, lucru
care nu se poate face decat cu creionul pe hartie. Pe langa aceasta, majoritatea proble-
melor opereaza cu vectori, matrice, arbori, grafuri etc., iar exemplele pe care este testat
programul realizat trebuie neaparat verificate ,de mana”. E de preferat sa aveti hartie
de matematica; este foarte folositoare pentru problemele de geometrie analitica, precum
si pentru reprezentarea matricelor. Cantitatea depinde de imaginatia fiecaruia. In unele

cazuri speciale, autorului i s-a Intamplat sa umple 7-8 coli A4.

1.2 In timpul concursului

Din fericire pentru unii si din nefericire pentru altii, majoritatea examenelor iti cer sa
dovedesti nu ca esti bine pregatit, ci ca esti mai bine pregatit decat altii. Aceasta inseamna
ca si la olimpiada de informatica se aplica legea pestelui mai mare sau, cum i se mai
spune, a concurentei. Valoarea absoluta a fiecaruia nu conteaza chiar in totalitate, ceea
ce constituie sarea si piperul concursului. intr—adevér, ce farmec ar avea sa mergi la un
concurs la care se stie inca dinainte cine este cel mai bun 7 Este destul de amuzant sa

observi cum fiecare spera sa prinda ,,0 zi buna”, iar adversarii sai ,,0 zi proasta”.
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Este usor sa fii printre cei mai buni atunci cand concursul este usor. Mai greu e sa
fii cel mai bun atunci cand concursul este dur, pentru ca atunci intervine - inevitabil -
dramul de noroc al fiecaruia. Niciodata insa nu se poate invoca greutatea concursului
drept o scuza pentru un eventual esec. Concursul este la fel de greu pentru toti. Se poate
intampla, mai ales daca probele dureaza mai multe zile (3-4) ca nici unul din concurenti
sa nu acumuleze mai mult de 70-80% din punctajul maxim. Totusi, aceasta nu inseamna
ca el nu sunt bine pregatiti; mai mult, unul dintre ei trebuie sa fie primul. Asadar,
niciodata nu trebuie adoptata o strategie de genul , problema asta e grea si n-am s-o pot
rezolva perfect, asa ca nu ma mai apuc deloc de ea”. Nu trebuie sa va impacientati daca
vi se iIntampla sa nu aveti o idee geniala de rezolvare a unei probleme. Nu va cere nimeni
sa faceti perfect o problema, ci numai sa prezentati o solutie care sa acumuleze cat mai

multe puncte. Evident, prima varianta este intotdeauna preferabila, dar nu obligatorie.

De multe ori se intampla ca un elev sa gaseasca o solutie cat de cat buna la o problema
si, macar ca stie ca nu va lua punctajul maxim, ci doar o parte, sa renunte sa caute o
solutie mai eficienta, deoarece timpul pierdut astfel ar aduce un castig prea mic si ar
putea fi folosit la rezolvarea altor probleme. Desigur, daca nu faci toate problemele
perfect, nu mai poti fi sigur de premiul I, pentru ca altcineva poate sa te intreaca. Dar
pe de alta parte, locul pe care te clasezi conteaza numai la etapa nationala a olimpiadei
sau la concursurile internationale. In rest, important e numai sa te califici, adica sa intri

in primele cateva locuri.

Feriti-va ca de foc de criza de timp. E mare pacat sa ratezi o problema intreaga pentru
ca n-ai avut timp sa scrii procedura de afisare a solutiei. Rezervati-va intotdeauna timpul

pe care 1l socotiti necesar pentru implementare si depanare.

Niciodata, chiar daca concursul este usor, nu e bine sa iesiti din sala de concurs inainte
de expirarea timpului. Oricat ati fi de convinsi ca ati facut totul perfect, mai verificati-va;
veti avea de furca cu remuscarile daca descoperiti dupa aceea ca ceva, totusi, nu a mers
bine. Puteti face o multime de lucruri daca mai aveti timp (desi acest lucru se intampla

rar). lata o serie de metode de a exploata timpul:

e Verificati-va programul cu cat mai multe teste de mici dimensiuni. Sa presupunem
ca programul vostru lucreaza cu vectori de maxim 10.000 de elemente. E o idee
buna sa 1l rulati pentru vectori de unul sau doua elemente. Nu se stie cum pot sa

apara erori.

e Treceti la polul opus si creati-va un test de dimensiune maxima, dar cu o structura
particulara, pentru care este usor de calculat rezultatul si de mana. De exemplu,

vectori de 10.000 elemente cu toate elementele egale, sau vectori de forma (1, 2, ...,
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9.999, 10.000). Daca nu puteti sa editati un asemenea fisier de mana, copiind si

multiplicand blocuri, puteti scrie un program care sa-1 genereze.

e Daca inca v-a mai ramas timp, creati-va un program care sa genereze teste alea-
toare. Spre exemplu, un program care sa citeasca un numar N si sa creeze un fisier
INPUT.TXT in care s scrie N numere aleatoare. Intr-o prima faza, puteti folosi
aceste teste pentru a verifica daca nu cumva la valori mai mari programul nu da
eroare, nu se blocheaza (la alocarea unor zone mari de memorie) sau nu depaseste

limita de timp, caz in care mai aveti de lucru.

e Daca tot nu va da nimeni afara din sala, puteti scrie un alt program auxiliar care,
primind fisierul INPUT . TXT si fisierul OUTPUT . TXT produs de programul vostru,
verifica daca iesirea este corecta. Aceasta deoarece, de obicei, este mult mai usor
de verificat o solutie decat de produs una (sau, cum spunea Murphy, ,,cunoasterea
solutiei unei probleme poate ajuta in multe cazuri la rezolvarea ei”). Folosind
,generatorul” de teste si ,verificatorul”, puteti testa programul mult mai bine. De
altfel, la multe probleme chiar testele rulate de comisia de corectare sunt create tot

aleator.

e In caz cit ati dat o solutie euristica la o problema NP-completa, puteti implementa
si un backtracking ca sa vedeti cat de bune sunt rezultatele gasite euristic. Apoi,

puteti incepe sa modificati functia euristica pentru a o face cat mai performanta.

Si, ca sa nu mai lungim vorba, iata o strategie care pare sa dea rezultate:

A) Tmediat ce primiti problemele, cititi toate enunturile si faceti-va o idee aproxi-
mativa despre gradul de dificultate al fiecarei probleme. Neaparat verificati daca se dau
limite pentru datele de intrare (numarul maxim de elemente ale unui vector si valoarea
maxima a acestora, numarul maxim de noduri dintr-un graf etc.) si pentru timpii de
executie pentru fiecare test. Daca nu se dau, intrebati imediat. Dimensiunea input-ului
poate schimba radical dificultatea problemei. Spre exemplu, pentru un vector cu N = 100
elemente, un algoritm O(N?3) merge rezonabil, pe cand pentru N = 10.000 acelasi algo-
ritm ar depasi cu mult cele cateva secunde care se acorda de obicei. Fair-play-ul cere sa
puneti intrebarile cu voce tare, pentru ca si ceilalti sa auda; de altfel, nu aveti nici un
motiv sa va feriti de ceilalti concurenti. Cei care sunt interesati de aceste intrebari le-ar

pune oricum si ei, iar cei care nu sunt interesati vor ignora oricum raspunsul.

Daca exista probleme care cer sa se gaseasca un optim (maxim/minim) al unei valori,
intrebati daca se acorda punctaje partiale pentru solutii neoptime. Si acest fapt poate

schimba natura problemei. Dupa aceasta,
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Nr_probleme_nerezolvate := Nr_probleme_primite;

while (Nr_probleme_nerezolvate>0)
and not ('Timpul a expirat, va rugam sa salvati') do

begin

B) Faceti o impartire a timpului pentru problemele ramase proportional cu punctajul
fiecarei probleme. In general problemele au punctaje egale, dar nu totdeauna. De exem-
plu, daca o problema e cotata cu 100 puncte, iar alta cu 50, veti aloca de doua ori mai
mult timp primei probleme, chiar daca nu vi se pare prea grea. incerca@i sa nu depasiti
niciodata limitele de timp pe care le-ati fixat. Daca in schimb reusiti sa economisiti timp
fata de cat v-ati propus, cu atat mai bine, veti face o realocare a timpului si veti avea

mai mult pentru celelalte probleme.

C) Apucati-va de problema cea mai simpla, chiar daca e punctata mai slab. Mai
bine sa duceti la bun sfarsit o problema usoara si sa luati un punctaj mai mic, decat sa va
apucati de o problema grea si sa nu terminati niciuna. Daca toate problemele par grele,
alegeti-o pe cea din domeniul care va este cel mai familiar, in care ati lucrat cel mai mult.
Daca va este indiferent si acest lucru, alegeti o problema unde simtiti ca aveti o idee
simpla de rezolvare. Daca, in sfarsit, nu aveti nici o idee la nici o problema, apucati-va

de cea mai bine punctata.

D) Cititi din nou enuntul, de data aceasta cu mare grija. Intrebati supraveghetorul
pentru orice nelamurire. Daca anumite lucruri nu sunt specificate, iar profesorul nu va
da nici un fel de informatii suplimentare, tratati problema in cazul cel mai general. Iata

mai multe exemple frecvente in care enuntul nu este limpede:

e Daca nu se precizeaza cat de mari pot fi intregii dintr-un vector, nu lucrati pe

Integer, nici pe Word, ci pe LongInt;

e In problemele de geometrie analitica, e bine sa presupuneti ca punctele nu au co-

ordonate intregi, ci reale;

e De asemenea, patratele si dreptunghiurile nu au neaparat laturi paralele cu axele,
ci sunt asezate oricum in plan (aceasta poate intr-adevar sa complice extrem de

mult problema; nu va doresc sa va izbiti de o asemenea neclaritate...);

e Daca fisierul de intrare contine string-uri, sa nu presupuneti ca ele au maxim 255
de caractere. Mai bine scrieti propria voastra procedura de citire a unui string, care

sa citeasca din fisier caracter cu caracter pana la Eoln, decat sa aveti surprize.
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Daca S este o variabila de tip String, ReadLn (S) ignora tot restul randului care

depaseste lungimea lui S.

e Grafurile nu sunt neorientate, ci orientate. In principiu, enuntul nu are voie sa fie

neclar in aceasta privinta, dar au existat cazuri de neintelegere.

E) incepeti sa va ganditi la algoritmi cat mai buni, estimand in acelasi timp si cat v-ar
lua ca sa-i implementati. Faceti, pentru fiecare idee care va vine, calculul complexitatii.
Nu trebuie neaparat sa gasiti cel mai eficient algoritm, ci numai unul suficient de bun.
In general, trebuie ca, dintre toti algoritmii care se incadreaza in timpul de rulare, sa-1

alegeti pe cel care este cel mai usor de implementat. Iata un exemplu:

e Sa presupunem ca timpul de testare este de 5 secunde, lucrati pe un 486DX4,
algoritmul vostru are complexitatea O(N?3), iar N este maxim 100. Un 486 face
cateva milioane de operatii elementare pe secunda, sa zicem 4.000.000. Aceasta
inseamna ceva mai putine operatii mai costisitoare (atribuiri, comparatii etc.) pe
secunda. Sa ne oprim deci la cifra de 1.000.000. Programul vostru are timp de
rulare cubic, iar N3 este maxim 1.000.000. De aici deducem ca programul ar trebui
sa se incadreze intr-o secunda. Calculul nostru este grosier, dar luand si o marja
de eroare arhisuficienta, rezulta ca programul trebuie sa mearga cu usurinta in 5

secunde, deci algoritmul este acceptabil.

F) Daca algoritmul gasit este greu de implementat, mai cautati un altul o vreme.
Trebuie nsa ca timpul petrecut pentru gasirea unui nou algoritm plus timpul necesar
pentru scrierea programului sa nu depaseasca timpul necesar pentru implementarea pri-
mului algoritm, altfel nu castigati nimic. Deci nu exagerati cu cautarile si nu incercati sa
reduceti dincolo de limita imposibilului complexitatea algoritmului. Mai ales, nu uitati
ca programul nu poate avea o complexitate mai mica decat dimensiunea input-ului sau a
output-ului. De exemplu, daca programul citeste sau scrie matrice de dimensiune N x N,

nu are sens sa va bateti capul ca si gasiti un algoritm mai bun decat O(N?).

G) Dintre toate ideile de implementare gasite (care se incadreaza fara probleme in

timp), o veti alege pe cea mai scurta ca lungime de cod. De exemplu:

e Daca N < 1.000 si dispuneti de doi algoritmi, unul pe care il estimati cam la 200
de linii de program, de complexitate O(N log N) si unul de 100 de linii de comple-
xitate O(N?), cel de-al doilea este evident preferabil, pentru ca nu pierdeti nimic

din punctaj, sau cel mult pierdeti un test prin cine stie ce intamplare, in schimb
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castigati timp pretios pe care il puteti folosi pentru alte probleme. Bineinteles,
primul program este mai eficient, dar in conditii de concurs el este prea eficient.
Este o mandrie sa faceti o problema perfect chiar daca ratati o alta, dar este un

castig si mai mare sa faceti amandoua problemele suficient de bine.

H) In general, pentru orice problema exista cel putin o solutie, fie si una slaba. Sunt
numeroase cazurile cand nici nu va vine alta idee de rezolvare decat cea slaba. De regula,
cand nu aveti in minte decat o rezolvare neeficienta a problemei, care stiti ca nu o sa
treacd toate testele (un backtracking, sau un O(N®), O(N®) etc.), e bine si incercati

urmatorul lucru:

e Sa presupunem ca v-a mai ramas o ora pentru rezolvarea acestei probleme. Calculati
cam cat timp v-ar trebui ca sa implementati rezolvarea slaba. Sa zicem 40 de
minute. In acest calcul trebuie s& includeti si timpul de depanare a programului
(care variaza de la persoana la persoana) si pe cel de testare. Daca sunteti foarte
siguri pe voi, puteti sa neglijati timpul de testare, dar orice program trebuie testat

cel putin pe exemplul de pe foaie.

e Mai raman deci 20 de minute, timp in care va puteti gandi la altceva, la alta solutie.
Pentru a avea sanse mai mari sa gasiti o alta solutie, este indicat sa incercati sa
ignorati complet solutia slaba, sa nu o luati ca punct de plecare. Incercati sa va

»goliti” mintea si sa gasiti ceva nou, altfel va veti invarti mereu in cerc.

e Daca va vine vreo idee mai buna, ati scapat de griji si mergeti la punctul (F).
Altfel, la expirarea timpului de 20 de minute, va apucati sa implementati solutia pe
care o aveti, oricat de ineficienta ar fi (de fapt, orice solutie, oricat de ineficienta,
trebuie sa ia macar o treime sau o jumatate din punctaj, daca nu apar erori de

implementare).

e Puteti, ca o masura extrema, sa depasiti cu maximum 5 minute cele 20 de minute
planificate, dar de cele mai multe ori acesta e timp pierdut, deoarece intervine

stresul si nu puteti sa va mai concentrati.

I) Daca ati ajuns pana aici inseamna ca ati optat pentru o varianta de implementare.
Din acest moment, pentru aceasta varianta veti scrie programul, fara a va mai gandi la
altceva, chiar daca pe parcurs va vin alte idei. Iata unele lucruri pe care e bine sa le stiti

despre scrierea unui program:
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e Datele de intrare se presupun a fi corecte. Aceasta este o regula nescrisa (uneori) a

concursului de informatica. Chiar daca, prin absurd, stiti sigur ca datele de intrare
trebuie verificate, mai bine n-o faceti, din mai multe motive. In primul rand, scopul
cu care v-a fost data problema este altul decat sa se constate cine verifica mai bine
datele de intrare. De aceea, cel mult un test sau doua vor fi cu date gresite. In
al doilea rand, nu se justifica sa risipiti atata timp numai pentru cateva puncte pe
care le-ati putea pierde daca nu faceti verificarea. In al treilea rand, e posibil s&
gresiti oricum problema in sine, caz in care nu mai conteaza daca ati citit perfect
datele de intrare. In sfarsit, legea lui Murphy spune ca ,oricate teste ar efectua
cineva asupra datelor de intrare, se va gasi cineva care sa introduca date gresite”.

Efortul este deci zadarnic...

Ultimul lucru, cand sunteti convinsi ca programul este terminat si cand v-ati hotarat
sa nu 1l mai modificati, adaugati optiunile de compilare. Puteti face aceasta
apasand Ctrl1-0 O. La inceputul programului vor aparea directivele de compi-
lare. Setati $B, $I, $R si $S pe - (minus). Eventual, puteti include direct linia
{$B-, I-,R-, S—} imediat dupa titlul programului. Aceasta va face compilato-
rul sa nu mai evalueze complet expresiile booleene, sa nu mai verifice operatiile de
intrare/iesire, domeniul de atribuire (Range Checking) si stiva (Stack Checking).
Exista doua avantaje majore: in primul rand ca programul merge mai repede (se
castiga cateva procente bune la viteza), iar in al doilea rand, psihologic vorbind,
este preferabil ca un program sa se blocheze decat sa se opreasca printr-un banal
Range check error. Nu va grabiti sa puneti directivele de compilare inca de
la inceput, deoarece nu veti mai primi mesajele corespunzatoare de eroare si va va

fi mai greu sa depanati programul.

Pe cat este posibil, incercati sa convingeti juriul sa nu va ruleze sursa (Pascal sau
C/C++), ci direct executabilul. Merge simtitor mai repede. Asta numai in cazul

in care va temeti ca programul ar putea sa nu se incadreze in timp.

Daca se poate, evitati lucrul cu pointeri. Programele care i folosesc sunt mai greu

de depanat si se pot bloca mult mai usor.

Sa presupunem ca aveti de lucrat cu matrice de dimensiuni maxim 100 x 100.
Unii elevi au obiceiul sa dimensioneze la inceput matricele de 5 x 5 sau 10 x 10,
doarece sunt mai comod de evaluat cu Evaluate (Ctr1-F4) sau Watch (Ctrl-F7).
Acest lucru este adevarat, dar exista riscul ca la sfarsit sa uitati sa redimensionati
matricele de 100 x 100. Decat sa faceti o asemenea greseala (care in mod sigur va

va compromite toata problema), mai bine setati dimensiunile corecte de la inceput.
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De altfel, ideal ar fi ca depanarea programelor sa fie suprimata cu totul si programul

sa mearga din prima.

Evitati lucrul cu numere reale, daca puteti. Operatiile in virgula mobila sunt mult
mai lente. De exemplu, testul daca un numar este prim nu va incepe in nici un caz

cu linia

while i <= Sqgrt(N) do
ci cu linia

while i * 1 <= N do

Din punct de vedere logic, conditiile sunt perfect echivalente. Totusi, prima se

evalueaza de cateva zeci de ori mai Incet decat a doua.

Daca lucrati cu numere reale, nu folositi testul

R1=R2
deoarece pot aparea erori, ci implementati o functie:

function Equal (R1,R2:Real) :Boolean;
begin
Equal:=(Abs (R1-R2)<0.00001);

end;

Numarul de zerouri de dupa virgula trebuie sa fie suficient de mare astfel incat doua

numere diferite sa nu fie tratate drept egale (se poate lucra de pilda cu 0.000001).

Tot in cazul numerelor reale, evitati pe cat posibil sa faceti impartiri, deoarece sunt

foarte greoaie. De exemplu:

X/5 4 0.2% X
X)Y/Z & X)(Y % Z)

Optimizarile de genul ,X shl 17 respectiv ,X<<1” in loc de ,2+X” sunt niste
artificii de cele mai multe ori neesentiale, care in schimb fac formulele mai lungi,
greu de urmarit si pot crea complicatii. Cel mai bine este sa lucrati cu notatiile
obisnuite si doar la sfarsit, daca timpul de rulare trebuie redus cu orice pret, sa

faceti inlocuirile.
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e Alegeti-va numele de variabile in asa fel incat programul sa fie clar. Sunt permise

mai mult de doua litere! Numele fiecarei proceduri, functii, variabile trebuie sa-
i explice clar utilitatea. E drept, lungimea programului creste, dar codul devine
mult mai limpede si timpul de depanare scade foarte mult. Ca o regula generala,
claritatea programelor face mult mai usoara intelegerea lor chiar si dupa o perioada
mai indelungata de timp (luni, ani). Nu trebuie nici sa cadeti in cealalta extrema.

De exemplu, nu depasiti 10 caractere pentru un nume de variabila.

Salvati programul cat mai des. Daca va obisnuiti, chiar la fiecare doua-trei linii.
Dupa ce o sa va intre in reflex n-o sa va mai incomodeze cu nimic acest obicei, mai
ales ca In ziua de azi salvarea unui program de 2-3 KB se face practic instantaneu.
Au fost frecvente cazurile in care o pana de curent prindea pe picior gresit multi
concurenti, iar dupa aceea nu mai este absolut nimic de facut, pentru ca nimeni nu

va va crede pe cuvant ca ati facut programul si ca el mergea.

Obisnuiti-va sa programati modular. Faceti proceduri separate pentru citirea si
initializarea datelor, pentru sortare, pentru afisarea rezultatelor etc. In general nu
se recomanda sa scrieti proceduri in alte proceduri (adica e bine ca toate procedurile
sa apartina direct de programul principal). Procedurile, acolo unde e posibil, nu
trebuie sa depaseasca un ecran, pentru a putea avea o viziune de ansamblu asupra

fiecareia in parte . Acest lucru ajuta mult la depanare.

Rulati programul cat mai des. In primul rand dupa ce scrieti procedura de citire
a datelor. Daca e nevoie de sortarea datelor de intrare, nu strica sa va convingeti
ca programul sorteaza bine, ruland doua-trei teste oarecare. E pacat sa pierdeti

puncte dintr-o greseala copilareasca.

O situatie delicata apare cand fisierul de intrare contine mai multe seturi de date
(teste). In acest caz, atentia trebuie sporitd, deoarece dacé la primul sau al doilea
test programul vostru da eroare si se opreste din executie, veti pierde automat si
toate celelalte teste care urmeaza. Daca in fisierul de intrare exista un singur set de
date, atunci pierderea din vedere a unui caz particular al problemei nu putea duce,
in cel mai rau caz, decat la picarea unui test. Asa insa, picarea unui test poate
atrage dupa sine picarea tuturor celor care ii urmeaza. Pe langa corectitudinea
strict necesara, programul trebuie sa se incadreze si in timp pentru orice fel de
test. Daca la primul sau al doilea test din suita programul depaseste timpul (sau, si
mai rau, se blocheaza), e foarte probabil sa fie oprit din executie de catre comisie,
deci din nou veti pierde toate testele care au ramas neexecutate. Uneori comisia

este binevoitoare si accepta sa modifice fisierul de date, taind din el setul pe care
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programul vostru nu merge, dar acest lucru este greoi si nu tocmai cinstit fata de

ceilalti concurenti, deci nu va bazati pe asta.

e Tot in situatia in care exista mai multe seturi de date in fisierul de intrare, daca
iesirea se face intr-un fisier, este bine ca dupa afisarea rezultatului pentru fiecare test
sa actualizati fisierul de iesire (fie prin comanda Flush, fie prin doua proceduri,
Close si Append). In felul acesta, chiar daca la unul din teste programul se
blocheaza sau da eroare, rezultatele deja scrise raman scrise. Altfel, e posibil ca
rezultatele de la testele anterioare sa ramana intr-un buffer in memorie, fara a fi

,varsate” pe disc.

e Daca fisierul de iesire are dimensiuni foarte mari, de exemplu daca vi se cer toate
solutiile, iar numarul acestora este de ordinul zecilor de mii, puteti avea surpriza
ca timpul sa nu va ajunga pentru a le tipari pe toate in fisierul de iesire. Si in
acest caz, este recomandat ca dupa tiparirea fiecarei solutii sa executati comanda

Flush, sau sa inchideti fisierul de iesire si sa-1 redeschideti in modul Append.

J) Daca ati trecut cu bine si de faza de scriere a programului, mai aveti doar partile
de depanare si testare, care de multe ori se imbina. Metoda cea mai buna de depanare

este urmatoarea:

e Incepeti cu un test nici prea simplu, nici prea complicat (si usor de urmarit cu
creionul pe hartie) si executati-1 de la cap la coada. Daca merge perfect, treceti la
teste mai complexe (minimum 4 teste si maxim 7-8). Daca le trece si pe acestea,
puteti fi mandri. Legile lui Murphy in programare se aplica in continuare: ,,Depa-
narea nu poate demonstra ca un program merge; ea poate cel mult demonstra ca un

79 : ~
program nu merge”. Totusi, daca programul vostru a mers perfect pe 7-8 teste date
la intamplare, exista sanse foarte mari sa mearga pe majoritatea testelor comisiei,

sau chiar pe toate.

e Exemplul dat in enunt nu are in general nici o semnificatie deosebita (de fapt, are
mai curand darul de a semana confuzie printre concurenti), iar daca programul
merge pe acest test particular, nu inseamna ca o sa mearga si pe alte teste. In
culegere nu a fost explicat pe larg algoritmul decat pe exemplul din enuntul fiecarei

probleme, dar aceasta s-a facut numai pentru a nu supraincarca materialul.

e Daca la unul din teste programul nu merge corespunzator, rulati din nou testul, dar

de data aceasta procedura cu procedura. Dupa fiecare procedura evaluati variabilele
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si vedeti daca au valorile asteptate. In felul acesta puteti localiza cu precizie pro-
cedura, apoi linia unde se afla eroarea. Corectati in aceasta maniera toate erorile,

pana cand testul este trecut.

e In acest moment, luati de la capat toate testele pe care programul le-a trecut deja.
In urma depanarii, s-ar putea ca alte greseli sa iasa la suprafata si programul sa nu

mai mearga pe vechile teste.

e Repetati procedeul de mai sus pana cand toate testele merg. Daca va obisnuiti
sa programati modular si ingrijit, depanarea si testarea n-ar trebui sa dureze mai
mult de 5-10 minute. Din acest moment, nu mai modificati nici macar o litera in
program, sau daca tineti sa o faceti, pastrati-va in prealabil o copie. Nu va bazati
pe faptul ca puteti sa tineti minte modificarile facute si sa refaceti oricand forma

initiala a programului in caz ca noua versiune nu va fi buna.

e Daca totusi nu-i puteti ,,da de cap” programului, iar timpul alocat problemei res-
pective expira, aduceti programul la o forma in care sa mearga macar pe o parte

din teste (pe jumatate, de exemplu) si treceti la problema urmatoare.

K)

Dec (Nr_probleme_nerezolvate);
end; { while }

JolgU

Probabil nu veti fi de acord cu toate sfaturile date mai sus. E bine insa sa le aplicati.
Scopul pentru care ele au fost incluse in aceasta carte este de a ajuta concurentii sa se
acomodeze mai usor cu atmosfera concursului. De multe ori, primul an de participare
la olimpiada se soldeaza cu un rezultat cel mult mediu, deoarece, oricat ar spune cineva
»€l, nu-i asa mare lucru sa mergi la un concurs”, experienta acumulata conteaza mult.
De aceea, abia de la a doua participare si uneori chiar de mai tarziu incep sa apara
rezultatele. Intentia autorului a fost sa va usureze misiunea si sa va dezvaluie cateva din
dificultatile de toate felurile care apar la orice concurs, pentru a nu va da ocazia sa le

descoperiti pe propria piele. Poate ca aceste ponturi va vor fi de folos.
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Lucrul cu numere mari

De multe ori, in probleme, apar situatii cand este nevoie sa memoram numere intregi
foarte mari (de ordinul sutelor de cifre), iar uneori trebuie sa efectuam si operatii arit-

metice cu aceste numere. lata un asemenea exemplu:

ENUNT: Se da un numar natural cu N < 1.000 cifre. Se cere sa se extraga radacina

cubica a numarului. Se garanteaza ca numarul citit este cub perfect.

Intrarea: Fisierul INPUT.TXT contine un singur rand, terminat cu EOF, pe care se

afla numarul, cifrele fiind nedespartite.

Iesirea: In fisierul OUTPUT.TXT se va tipari radacina cubica a numarului, pe o

singura linie terminata cu EOF.

Exemplu:

INPUT.TXT | OUTPUT.TXT
2097152 128

Timp de implementare: 1h 30’.
Timp de rulare: 10 secunde.
Complexitate ceruta: O(N?).

REZOLVARE: Problema este cat se poate de simpla din punct de vedere matematic;
dificultatea apare la implementare, atat datorita structurilor de date necesare, cat mai
ales datorita complexitatii cerute. Despre lucrul cu numere intregi (chiar si Longint)

nici nu poate fi vorba, iar la lucrul cu numere reale apar erori de calcul.

Structura de date propusa pentru abordarea acestui gen de probleme este urmatoarea:

numerele vor fi reprezentate printr-un vector de cifre zecimale. Prima pozitie (pozitia 0)
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din vector este rezervata pentru a memora numarul de cifre. Definitia C a tipului de date

este:

typedef int Huge[1001];

[ata cum s-ar memora numarul ,,1997” intr-un asemenea vector:

H[0] H[1] H[2] H[3] H[4]

H{4,7]9]9]1

Se observa ca vectorul este oarecum ,intors pe dos”. Totusi, aceasta forma este cea
mai convenabila, pentru ca ea permite implementarea cu o mai mare usurinta a operatiilor

aritmetice.

Mai trebuie remarcat ca pe fiecare pozitie K in vector se afla cifra care il reprezinta
pe 10671 in numarul reprezentat: in H|[1] se afld cifra unitatilor (10°), in H[2] se afld
cifra zecilor (10'), in H[3] se afla cifra sutelor (10%) s.a.m.d. Formatul zecimal nu este
cea mai fericita (a se citi ,eficienta”) alegere. El ocupa doar patru biti din cei opt ai unui
octet, deci face risipa de memorie. Daca am alege baza de numeratie 256, am folosi la
maximum memoria, si in plus operatiile ar fi cu mult mai rapide (deoarece 256 este o
putere a lui 2, inmultirile si impartirile la 256 sunt simple deplasari la stanga si la dreapta
ale reprezentarilor binare). Sa facem urmatorul calcul ca sa vedem cate cifre are in baza

256 un numar care are 1.000 de cifre in baza 10:

101.000 =10 - (103)333 ~ 10 - (210)333 ~ 10 - 22 . (28)416 — 40 - 256416 (21)

Asadar, numarul de cifre s-a redus la sub jumatate. Un algoritm liniar ar functiona
de doua ori mai repede pe reprezentari in baza 256, iar unul patratic ar functiona de
patru ori mai repede. Inconvenientul major este dificultatea depanarii unui program care
opereaza intr-o baza aritmetica atat de straina noua. Vom ramane deci la baza 10, cu

mentiunea ca acei mai temerari dintre voi pot incerca folosirea bazei 256.

Numerele reprezentate pe vectori le vom numi pur si simplu ,,vectori”, iar numerele
reprezentate printr-un tip ordinal de date le vom numi, printr-o analogie usor fortata cu
matematica, ,scalari”. Sa vedem acum cum se efectueaza operatiile elementare pe aceste

numere.
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2.1 Initializarea

Un vector poate fi initializat in trei feluri: cu 0, cu un scalar sau cu un alt vector.

La initializarea cu 0, singurul lucru pe care il avem de facut este sa setam numarul de
cifre pe 0. De aceea, este practic inutil sa implementam aceasta functie ca atare; putem

folosi in loc singura instructiune pe care ea o contine.

void Atrib0 (Huge H)
{ H[O0]=0; }

La initializarea cu un scalar nenul, trebuie sa asezam fiecare cifra pe pozitia cores-
punzatoare, afland in paralel si numarul de cifre. Se incepe cu cifra unitatilor, si la fiecare
pas se pune 1n vector cifra cea mai putin semnificativa, dupa care numarul de reprezentat

se imparte la 10 (neglijandu-se restul), iar numarul de cifre se incrementeaza.

void AtribValue (Huge H, unsigned long X)
{ H[O0]=0;
while (X)
{ H[++H[0]]=X%10;
X/=10;

Iata, de exemplu, cum se pune pe vector numarul 195:

H
001010
X =195 X mod 10 =5 1157010 X/10 =19
X =19 X mod 10=9 2151910 X/10=1
X =1 X mod 10=1 3151911 X/10=0

In sfarsit, initializarea unui vector cu altul se face printr-o simpla copiere (se pot folosi
cu succes rutine de lucru cu memoria, cum ar fi FillChar in Pascal sau memmove in

C). Pentru eleganta, poate fi folosita si atribuirea cifra cu cifra:
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void AtribHuge (Huge H, Huge X)

{ int i,

for (i=0;i<=X[0];i++) HI[i]=XI[i];

2.2 Compararea

Pentru a compara doua numere ,uriase”, incepem prin a afla numarul de cifre semni-
ficative (deoarece, in urma anumitor operatii pot rezulta zerouri nesemnificative care
satarna” totusi la numarul de cifre). Aceasta se face decrementand numarul de cifre al
fiecarui numar atata timp cat cifra cea mai semnificativa este 0. Dupa ce ne-am asigurat
asupra acestui punct, comparam numarul de cifre al celor doua cifre. Numarul cu mai
multe cifre este cel mai mare. Daca ambele numere au acelasi numar de cifre, pornim
de la cifra cea mai semnificativa si comparam cifrele celor doua numere pana la prima
diferenta intalnita. In acest moment, numérul a cirui cifrd este mai mare este el insusi
mai mare. Daca toate cifrele numerelor sunt egale doua cate doua, atunci in mod evident

numerele sunt egale.

Dupa cum se vede, algoritmul seamana foarte bine cu ceea ce s-a invatat la matematica
prin clasa a II-a (doar ca atunci nu ni s-a spus ca este vorba de un ,algoritm”). Rutina
de mai jos compara doua numere uriase [y si Hy si intoarce -1, 0 sau 1, dupa H; este

mai mic, egal sau mai mare decat Ho.

int Sgn(Huge H1,Huge H2)

{ int i,

while (!'H1[H1[0]] && H1[O0]) H1[O]-—;
while (!'H2[H2[0]] && H2[0]) H2[0]--;
if (H1[O0]!=H2[O0])
return H1[O0]<H2[0] ? -1 : 1;
i=H1[0];
while (H1[i]==H2[i] && 1) i--;
return H1[i]<H2[i] ? -1 : H1[i]==H2[i] ? O : 1;
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2.3 Adunarea a doi vectori

Fiind dati doi vectori, A cu M cifre si B cu N cifre, adunarea lor se face in mod obisnuit,
ca la aritmetica. Pentru a evita testele de depasire, se recomanda sa se completeze mai
intai vectorul cu mai putine cifre cu zerouri pana la dimensiunea vectorului mai mare.
La sfarsit, vectorul suma va avea dimensiunea vectorului mai mare dintre A si B, sau cu
1 mai mult daca apare transport de la cifra cea mai semnificativa. Procedura de mai jos

adauga numarul B la numarul A.

void Add(Huge A, Huge B)
/* A <— A+B */
{ int 1i,T=0;

if (B[O]>A[0])
{ for (i=A[0]+1;i<=B[0];) A[i++]=0;
A[0]=BI[O];
}
else for (i=B[0]+1;i<=A[0];) B[i++]=0;
for (i=1;i<=A[0];i++)
{ A[1]1+=B[i]+T;
T=A[1]1/10;
A[i]%=10;
}
if (T) A[++A[0]]=T;

2.4 Scaderea a doi vectori

Se dau doi vectori A si B si se cere sa se calculeze diferenta A — B. Se presupune
B < A (acest lucru se poate testa cu functia Sgn). Pentru aceasta, se porneste de la
cifra unitatilor si se memoreaza la fiecare pas ,,imprumutul” care trebuie efectuat de la
cifra de ordin imediat superior (imprumutul poate fi doar 0 sau 1). Deoarece B < A,
avem garantia ca pentru a scadea cifra cea mai semnificativa a lui B din cifra cea mai

semnificativa a lui A nu e nevoie de imprumut.

void Subtract (Huge A, Huge B)
/* A <— A-B x/
{ int i, T=0;
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for (i=B[0]+1;i<=A[0];) B[i++]=0;
for (i=1;i<=A[0];i++)
A[i]+= (T=(A[1i]-=B[i]+T)<0) 2 10 : O;
/* Adica A[i]=A[i]—-(B[i]+T);
if (A[i]<0) T=1; else T=0;
if (T) A[i]+=10; #*/
while (!'A[A[O0]]) A[O]--;

2.5 Inmultirea si impértirea cu puteri ale lui 10

Aceste functii sunt uneori utile. Ele pot folosi si functiile de inmultire a unui vector cu
un scalar, care vor fi prezentate mai jos, dar se pot face si prin deplasarea intregului
numar spre stanga sau spre dreapta. De exemplu, inmultirea unui numar cu 100 presu-
pune deplasarea lui cu doua pozitii inspre cifra cea mai semnificativa si adaugarea a doua
zerouri la coada. Principalul avantaj al scrierii unor functii separate pentru inmultirea
cu 10, 100, ..., este ca se pot folosi rutinele de acces direct al memoriei (FillChar, res-
pectiv memmove). lata functiile care realizeaza deplasarea vectorilor, atat prin mutarea

blocurilor de memorie, cat si prin atribuiri succesive.

void Shl (Huge H, int Count)

/* H <— H%*10 Count =/

{
/% Shifteaza vectorul cu Count pozitii =*/
memmove (&§H[Count+1], &H[1],sizeof (int) *H[O0]);
/+ Umple primele Count pozitii cu 0 =*/
memset (&H[1],0,sizeof (int) *Count) ;
/* Incrementeaza numarul de cifre */

H[0]+=Count;

void Shl2 (Huge H, int Count)
/+ H <— H+10 Count =/

{ int i,

/% Shifteaza vectorul cu Count pozitii =*/
for (i=H[O0];i;i--) H[i+Count]=H[i];

/+ Umple primele Count pozitii cu 0 =*/
for (i=1;i<=Count;) H[i++]=0;
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/* Incrementeaza numarul de cifre x*/

H[0]+=Count;

void Shr (Huge H, int Count)

/* H <— H/10 Count =/

{
/+ Shifteaza vectorul cu Count pozitii =/
memmove (&H[1], &H[Count+1l], sizeof (int) » (H[0]-Count));
/% Decrementeaza numarul de cifre #*/

H[0]-=Count;

void Shr2 (Huge H, int Count)
/* H <— H/10 Count =/

{ int i,

/% Shifteaza vectorul cu Count pozitii =*/
for (i=Count+1l;i<=H[0];i++) H[i-Count]=H[i];
/* Decrementeaza numarul de cifre =*/

H[0]-=Count;

2.6 Inmultirea unui vector cu un scalar

Si aceasta operatie este o simpla implementare a modului manual de efectuare a calculului.
La inmultirea ,,de mana” a unui numar mare cu unul de o singura cifra, noi parcurgem

deinmultitul de la sfarsit la inceput, si pentru fiecare cifra efectuam urmatoarele operatii:

e Inmultim cifra respectiva cu inmultitorul;

Adaugam ,transportul” de la inmultirea precedenta;

Separam ultima cifra a rezultatului si o trecem la produs;

Celelalte cifre are rezultatului constituie transportul pentru urmatoarea inmultire;

La sfarsitul inmultirii, daca exista transport, acesta are o singura cifra, care se scrie

1naintea rezultatului.

Exact acelasi procedeu se poate aplica si daca inmultitorul are mai mult de o cifra.

Singura deosebire este ca transportul poate avea mai multe cifre (poate fi mai mare ca
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9). Din aceasta cauza, la sfarsitul inmultirii, poate ramane un transport de mai multe

cifre, care se vor scrie Inaintea rezultatului. Iata de exemplu cum se calculeaza produsul

312 x 8T:

87 x 2 =174 =17x10+4
87x1+4+17 =104 =10x10+4
87T x3+10 =271 =27x10+1
87T x 0427 =27 =2x10+7
§7Tx0+2 =2 =0x10+2

Procedura este descrisa mai jos:

void Mult (Huge H, unsigned long X)
/* H <— H#*X */
{ int i,

unsigned long T=0;

for (i=1;i<=H[O0];i++)
{ H[1i]=H[1i]*X+T;
T=H[i]/10;
H[i]=H[1]%10;
}
while (T) /x Cat timp exista transport #*/
{ H[++H[0]]1=T%10;
T/=10;

2.7 Inmultirea a doi vectori

o =

AP

Daca ambele numere au dimensiuni mari si se reprezinta pe tipul de date Huge, produsul

lor se calculeaza Inmultind fiecare cifra a deinmultitului cu fiecare cifra a inmultitorului

si trecand rezultatul la ordinul de marime (exponentul lui 10) cuvenit. De fapt, acelasi

lucru il facem si noi pe hartie. Considerand acelasi exemplu, in care ambele numere sunt

yuriase”, produsul lor se calculeaza de mana astfel:
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S-a luat deci fiecare cifra a inmultitorului si s-a efectuat produsul partial cores-
punzator, corectand la fiecare pas rezultatul prin calculul transportului. Rezultatul pen-
tru fiecare produs partial s-a scris din ce in ce mai in stanga, pentru a se alinia corect
ordinele de marime. Acest procedeu este oarecum incomod de implementat. Se pot face

insa unele observatii care usureaza mult scrierea codului:

e Prin inmultirea cifrei cu ordinul de méarime 10° din primul numar cu cifra cu ordinul
de marime 10’ din al doilea numar se obtine o cifra corespunzatoare ordinului de
marime 10" in rezultat (sau se obtine un numar cu mai mult de o singura cifra, caz

in care transportul merge la cifra corespunzitoare ordinului de marime 10°7+1).

e Daca numerele au M si respectiv N cifre, atunci produsul lor va avea fie M + N fie
M+ N —1 cifre. intr-adevér, daca numarul A are M cifre, atunci 10M~1 < A < 10M
si 10M-1 < B < 107, de unde rezulta 10¥+V=2 < A x B < 10M+V,

e La calculul produselor partiale se poate omite calculul transportului, acesta urmand
a se face la sfarsit. Cu alte cuvinte, intr-o prima faza putem pur si simplu sa
inmultim cifra cu cifra si sa adunam toate produsele de aceeasi putere, obtinand
un numar cu ,cifre” mai mari ca 9, pe care il aducem la forma normala printr-o

singura parcurgere. Sa reluam acelasi exemplu:

Int Vectorii A si B 3 1 2
ntrarea: Vectorii A si
’ 8 7
21 7 14
Etapa I: Efectuarea produselor intermediare
24 8 16
24 29 23 14
Etapa a II-a: Adunarea produselor intermediare <§ <§ <§ T
Etapa a III-a: Corectarea rezultatului 2 7 1 4 4

Aceasta operatie efectueaza M x N produse de cifre si M + N (sau M + N — 1, dupa
caz) ,transporturi” pentru aflarea rezultatului, deci are complexitatea O(M x N). Iata

si implementarea:
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void MultHuge (Huge A, Huge B, Huge C)
/+x C <— A x B #/
{ int i, j,T=0;

C[0]=A[0]+B[0]-1;
for (i=1;i<=A[0]+B[0];) C[i++]=0;
for (i=1;i<=A[0];i++)
for (j=1;j<=B[0]; j++)
Cli+3-11+=A[1i]1*B[]];
for (i=1;i<=C[0];i++)
{ T=(C[i]+=T)/10;
C[i1%=10;
}
if (T) C[++C[0]]=T;

Mai exista o alta modalitate de a Inmulti doua numere de cate N cifre fiecare, care
are complexitatea O(N"223) ~ O(N'®) ~ O(N+v/N). Ea deriva de un algoritm propus
de Strassen in 1969 pentru inmultirea matricelor. Diferenta se face simtita, ce-i drept
pentru valori mari ale lui NV, dar constanta multiplicativa creste destul de mult si, in plus,
solutia e mai greu de implementat; de aceea nu recomandam implementarea ei in timpul
concursului. Ideea de baza este sa se micsoreze numarul de inmultiri si sa se mareasca
numarul de adunari, deoarece adunarea a doi vectori se face in O(N), pe cand Inmultirea
se face iIn O(N?). Si consideram intregii A si B, fiecare de cate N cifre. Trebuie si-i
inmultim intr-un timp 7'(N) mai bun decat O(N?). S& impartim numérul A in doui
,bucati” C si D, fiecare de cate N / 2 cifre, iar intregul B in doua bucati E si F, tot de

cate N / 2 cifre (presupunem ca N este par):

N
- >
A | ¢ | » |
B | E | F |
- >

N/2 N/2

Atunci se poate scrie relatia

Ax B=(Cx10"? 4+ D) x (E x 10"? + F)

(2.2)
= CE x 10V + (CF + DE) x 10M? + DF
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Pentru a putea calcula produsul A x B avem, prin urmare, nevoie de patru produse
partiale, de trei adunari si de doua inmultiri cu puteri ale lui 10. Adunarile si inmultirile
cu puteri ale lui 10 se fac in timp liniar. Daca efectuam cele patru produse partiale prin

patru inmultiri, rezulta formula recurenta de calcul

T(N) = 4T(N/2) + O(N) (2.3)

care duce prin eliminarea recurentei la T(N) € O(N?). Cu alte cuvinte, inci n-am
castigat nimic. Trebuie sa reusim cumva sa reducem numarul de inmultiri de la 4 la 3,

chiar daca prin aceasta vom mari numarul de adunari necesare. Sa definim produsul

G=(C+D)x(E+F)
=CE+CF + DE + DF (2.4)
=CE+ DF + (CF + DE)

Atunci putem scrie:

Ax B=CEx 10N + (G - CE - DF) x 10N? + DF (2.5)

Pentru aceasta varianta, folosim doar trei inmultiri, si chiar daca avem nevoie de sase
adunari si scaderi si doua inmultiri cu puteri ale lui 10, complexitatea se va reduce la
O(N'823), In cazul in care N este o putere a lui 2, impartirea in doua a numerelor se
poate face fara probleme la fiecare pas, pana se ajunge la numere de o singura cifra, care se
inmultesc direct. In cazul in care N nu este o putere a lui 2, este comod sa se completeze
numerele cu zerouri pana la o putere a lui 2. In functiile descrise mai jos, MultRec nu face
decat Inmultirea recursiva, pe cand MultHuge2 se ocupa si de corectarea numarului de
cifre (incrementarea pana la o putere a lui 2). Pentru calculul produselor C' x E si D X F,
procedura MultRec se autoapeleaza; pentru calcularea produsului (C' + D) x (E + F),
insa, este nevoie sa fie apelata procedura MultHuge2, deoarece prin cele doua adunari
poate sa apara o crestere a numarului de cifre al factorilor, care in acest caz trebuie

readusi la un numar de cifre egal cu o putere a lui 2.

void MultHuge2 (Huge A, Huge B, Huge P);

void MultRec (Huge A, Huge B, Huge P)
{ Huge C,D,E,F,CE,DF;
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if (A[0]==1)

{ PI1]=A[1]1+B[1];
P[0]=(P[2]=P[1]/10)>0 ? 2 : 1;
P[1]%=10;

}

else { P[0]=0;

AtribHuge (C,A);Shr(C,A[0]/2);
AtribHuge (D,2);D[0]=A[0]1/2;
AtribHuge (E,B);Shr(E,B[0]/2);
AtribHuge (F,B);F[0]=B[0]/2;
MultRec(C,E,CE);MultRec(D,F,DF);
Add(C,D);Add(E,F);

MultHuge2 (C,E,P);
Subtract (P,CE) ; Subtract (P, DF);
Shl1(pP,A[0]1/2);
Shl(CE,A[0]);Add(P,CE);
Add (P, DF);

void MultHuge2 (Huge A, Huge B, Huge P)
/+* P <— A x B, varianta N (lg 3) =/
{ int i, j,NDig=A[0]>B[0] ? A[O] : B[O],Needed=1, SaveA, SaveB;

/* Corecteaza numarul de cifre x/
while (Needed<NDig) Needed<<=1l;
SaveA=A[0]; SaveB=B[0];A[0]=B[0]=Needed;
for (i=SaveA+l;i<=Needed;) A[i++]1=0;
for (i=SaveB+1l;i<=Needed;) B[i++]1=0;
MultRec (A, B,P);

/% Restaureaza numarul de cifre x*/
A[0]=SaveA;B[0]=SaveB;
while (!'P[P[0]] && P[0]>1) P[O]——;

2.8 Impartirea unui vector la un scalar

Ne propunem sa scriem o functie care sa imparta numarul A de tip Huge la scalarul B,
sa retina valoarea catului tot In numarul A si sa intoarca restul (care este o variabila

scalara). Sa pornim de la un exemplu particular si sa generalizam apoi procedeul: sa



2.8. Impartirea unui vector la un scalar 29

calculam catul si restul impartirii lui 1997 la 7. Cu alte cuvinte, sa gasim acele numere

C' de tip Huge si R € {0,1,2,3,4,5,6} cu proprietatea ca 1997 =7 x C' + R.

19 9 7 7
0 0 2 8 5 < catul
19
1 4
5 9
5 6
3 7
3 5
2 < restul

La fiecare pas se coboara cate o cifra de la deimpartit alaturi de numarul deja existent
(care initial este 0), apoi rezultatul se imparte la impartitor (7 in cazul nostru). Cétul
este intotdeauna o cifra si se va depune la sfarsitul catului impartirii, iar restul va fi folosit
pentru urmatoarea impartire. Restul care ramane dupa ultima impartire este tocmai R
pe care il cautam. Procedeul functioneaza si atunci cand deimpartitul are mai multe
cifre. La sfarsit trebuie sa decrementam corespunzator numarul de cifre al catului, prin
neglijarea zerourilor create la inceputul numarului. Numarul maxim de cifre al catului

este egal cu cel al deimpartitului.

unsigned long Divide (Huge A, unsigned long X)
/+ A <— A/X si intoarce A%X */
{ int 1i;

unsigned long R=0;

for (i=A[0];i;i--)
{ A[1i1=(R=10*R+A[i])/X;
R%=X;
}
while (!'A[A[O]] && A[O0]>1) A[O0]--;

return R;

Daca dorim numai sa aflam restul impartirii, nu mai avem nevoie decat sa recalculam

restul la fiecare pas, fara a mai modifica vectorul A:

unsigned long Mod(Huge A, unsigned long X)
/* Intoarce A%$X */
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{ int i,

unsigned long R=0;

for (i=A[0];i;i--)
R=(10*R+A[1]) %X;

return R;

2.9 Impirtirea a doi vectori
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Daca se dau doi vectori A si B si se cere sa se afle catul C si restul R, etapele de parcurs

sunt aceleasi ca la punctul precedent, numai ca operatorii ,, /” si ,%” trebuie implementati

de utilizator, ei nefiind definiti pentru vectori. Cu alte cuvinte, dupa ce ,,coboram” la

fiecare pas urmatoarea cifra de la deimpartit, trebuie sa aflam cea mai mare cifra X astfel

incat impartitorul sa se cuprinda de X ori in restul de la momentul respectiv. Acest lucru

se face cel mai comod prin adunari repetate: pornim cu cifra X = 0 si o incrementam,

micsorand concomitent restul, pana cand restul care ramane este prea mic. Sa efectuam

aceeasi Impartire, 1997 : 7, considerand ca ambele numere sunt reprezentate pe tipul

Huge.

1
|

Restul inainte de coborarea cifrei: 0
Restul dupa coborarea cifrei: 10 x 041 =1
Tx1=7 prea mare

Restul ramas: 1

7 7=
5 rest 2

Restul inainte de coborarea cifrei: 1

Restul dupa coborarea cifrei: 10 x 1 +9 =19

Tx1=7 19-7=12
Tx2=14 12-7=5
Tx3=21 prea mare

Restul ramas: 5

Restul 1nainte de coborarea cifrei: 3

Restul dupa coborarea cifrei: 10 x 3 +7 = 37

Tx1=7 37T—=7=30
7x5 =235 9-7=2
7Tx6=42 prea mare

Restul ramas: 2

Restul inainte de coborarea cifrei: 5

Restul dupéa coborarea cifrei: 10 x 5+ 9 = 59

Tx1=7 59 — 7 =052
7x 8 =256 10-7=3
7x9=063 prea mare

Restul ramas: 3

Cazul cel mai defavorabil (cand X = 9) presupune 9 scaderi si 10 comparatii, cazul cel
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mai favorabil (cand X = 0) presupune numai o comparatie, deci cazul mediu presupune
4 scaderi si 5 comparatii. Cautarea lui X se poate face si binar, prin injumatatirea
intervalului, ceea ce reduce timpul mediu de cautare la aproximativ 3 comparatii si trei

inmultiri, dar codul se complica nejustificat de mult (de cele mai multe ori).

void DivideHuge (Huge A, Huge B, Huge C, Huge R)
/+ A/B = C rest R #/

{ int 1i;

R[0]1=0;C[0]1=A[0];
for (i=A[0];i;i--)
{ Shl1(R,1);R[1]=A[1i];
Cl[i]=0;
while (Sgn(B,R) !=1)
{ CIil++;
Subtract (R, B);

}
while (!C[C[O0]] && C[O0]>1) C[O]--;

2.10 Extragerea radacinii cubice

Vom sari peste prezentarea algoritmului de extragere a radacinii patrate, pe care il vom
lasa ca tema cititorului, si ne vom indrepta atentia asupra celui de extragere a radacinii
cubice, care este putin mai complicat, dar care poate fi usor extins pentru radacini de
orice ordin. Problema este exact cea din enunt, asa ca vom porni de la exemplul dat. Sa

notam A = 2.097.152 si X = v/A. Cum se afla X?

O prima varianta ar fi cautarea binara a radacinii, prin injumatatirea intervalului.
Initial se porneste cu intervalul (1,A4), deoarece radacina cubica se afla undeva intre 1 si
A (evident, incadrarea este mai mult decat acoperitoare; ea ar putea fi mai limitativa,
dar nu ar reduce timpul de lucru decat cu cateva iteratii). La fiecare pas, intervalul va fi
injumatatit. Cum, probabil ca stiti deja; se ia jumatatea intervalului, se ridica la puterea
a treia si se compara cu A. Daca este mai mare, inseamna ca radacina trebuie cautata
in jumatatea inferioara a intervalului. Daca este mai mica, vom continua cautarea in
jumatatea superioara a intervalului. Daca cele doua numere sunt egale, inseamna ca am

gasit tocmai ce ne interesa. Prima varianta a pseudocodului este:
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1: citeste A cu N cifre
2: Lo+ 1,Hi+ A, X+ 0
3: cat timp X = 0 executa

4:  Mid <+ (Lo+ Hi)/2

5. daca Mid3 < A atunci

6 Lo+ Mid+1

7. altfel daca Mid3 > A atunci
8 Hi <+ Mid—1

9: altfel

10: X < Mid

11:  sfarsit daca

12: sfarsit cat timp

In cazul cel mai riu, algoritmul de mai sus efectueaza log, A injumatatiri de interval,
fiecare din ele presupunand o adunare, o impartire la 2 si o ridicare la cub. Dintre aceste
operatii, cea mai costisitoare este ridicarea la cub, O(N?). Complexitatea totald este
prin urmare O(N?1log, A). Deoarece A are ordinul de marime 10", rezulta complexitatea
O(N31og10) = O(N?), adici mai proastd decat cea cerutd (de altfel, un algoritm cu
aceasta complexitate nici nu s-ar incadra in timp pentru N = 1.000). Daca timpul ne

permite, trebuie sa cautam alta metoda.

In exemplul ales, si observim cd 106 < 4 < 10°, de unde deducem ci 102 < X < 103.
Cu alte cuvinte, X are 3 cifre. In cazul general, dacii A are N cifre, atunci X are [N/3]
cifre (prin [N/3] se intelege ,,cel mai mic intreg mai mare sau egal cu N/3”). Care ar
putea fi prima cifra a lui X ? Daca X incepe cu cifra 2, atunci 200 < X < 300 =
8.000.000 < 2.097.152 < 27.000.000, ceea ce este fals. Cu atat mai putin poate prima
cifra a lui X sa fie mai mare ca 2. Rezulta ca prima cifra a lui X este 1. De altfel, pentru
a afla acest lucru, putem sa si neglijam ultimele 6 cifre ale lui A. Ne intereseaza doar
prima cifra, cea a milioanelor, iar prima cifra a lui X o alegem in asa fel incat cubul ei

sa fie mai mic sau egal cu 2.

Ce putem spune despre a doua cifra? Daca ar fi 3, atunci 130 < X < 140 —
2.197.000 < 2.097.152 < 2.744.000, fals (deci cifra este cel mult 2). Daca ar fi 1, atunci
110 < X < 120 = 1.331.000 < 2.097.152 < 1.728.000, fals. Rezulta ca a doua cifra
este obligatoriu 2. Analog, putem neglija ultimele trei cifre ale lui A, iar a doua cifra a lui
X este cel mai mare C' pentru care c’ < 2.097. Pentru a afla ultima cifra, aplicam acelasi
rationament: Daca ar fi 9, atunci X = 129 si ar rezulta 2.146.688 = X3 = 2.097.152,
absurd. Daca consideram ca cifra este 8, atunci calculul se verifica. Am aflat asadar ca
X = 128.
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Procedeul general este urmatorul: dandu-se un numar A cu N cifre, 1l completam
cu zerouri nesemnificative pana cand N se divide cu 3 (poate fi necesar sa adaugam
maxim doud zerouri). Numarul de cifre semnificative ale radacinii cubice este M = N/3.
Aflam pe rand fiecare cifra, incepand cu cea mai semnificativa. Sa presupunem ca am

aflat cifrele X, Xps1,..., Xgi1. Cifra Xk este cea mai mare cifra pentru care numarul

3 . . VIR :
XuXpo1. - X1 Xk00...000 < A. Cifra X este unica, deoarece exista, in general, mai
multe cifre care verifica proprietatea ceruta, dar una singura este ,,cea mai mare”. O a

doua versiune a pseudocodului este deci:

[a—y

citeste A cu N cifre

X+ 0,T+0

cat timp N mod 3 # 0 executa
adauga un 0 nesemnificativ

sfarsit cat timp

pentru i = 1 la N/3 executa
adauga la T urmatoarele 3 cifre din A

adauga la X cea mai mare cifrd astfel incat X2 < T

sfarsit pentru

Sa evaluam complexitatea acestel versiuni. Linia 1 se executa in timp liniar, O(N).
Liniile 2-5 se executa in timp constant. Linia 7 presupune adaugarea unei cifre (O(N)),
iar linia 8 un numair constant de ridicari la cub, asadar inmultiri (O(N?)). Deoarece
liniile 7 si 8 se executd de N/3 ori (linia 6), rezultd o complexitate de O(N?). Tata c& nici
acest algoritm nu a adus imbunatatiri si pare si ceva mai greu de implementat. El poate

fi totusi modificat pentru a-i scidea complexitatea la O(N?).

Principalul neajuns al siu este efectuarea ridicarii la cub, care se face in O(N?). Daca
am putea sa-1 aflim la fiecare pas pe X? fard a efectua inmultiri, adicd in timp liniar,
atunci intregul algoritm ar avea complexitate patratica. Bineinteles, prima intrebare care
vine pe buzele cititorului este ,,cum sa ridicam la cub fara sa facem inmultiri?”. Sa nu
uitam insa ceva: ca noi nu-l cunoastem numai pe X. Il cunoastem si pe X de la pasul
anterior, care avea o cifra mai putin (il vom boteza OldX). Sa presupunem ca, printr-o
metoda oarecare, am reusit sa-1 ridicam pe OldX la puterile a doua si a treia (si am
obtinut numerele OldX2 si OldX3). Cum putem, cunoscand aceste trei numere, precum
si noua cifra ce se va adauga la sfarsitul lui X (sa-i spunem C), sa-1 aflam pe X, patratul

si cubul sau? Nu e prea greu:

X =10-0ldX +C (2.6)
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X?=(10-0ldX + C)* =100 - OldX? +20 - C - OldX + C*

(2.7)
=100-OldX*+ (20 - C) - OldX + C?

X% =(10-OldX + C)* = 1.000 - OldX> + 300 - C - OldX* + 30 - C* - OldX + C*
= 1.000 - OldX* + (300 - C) - OldX* + (30 - C?) - OldX + C®

Iata asadar ca pentru a afla noile valori ale puterilor 1, 2 si 3 ale lui X, folosindu-le
pe cele vechi, nu avem nevoie decéat de adunari si de inmultiri cu numere mici (de ordinul
miilor). Toate aceste operatii se fac in timp liniar, deci am reusit sa gasim un algoritm

patratic. Iata mai jos sursa C:

void FindDigit (Huge L, Huge NewlL2,Huge NewL3,
Huge 01dL,Huge 01dL2,Huge 01dL3,Huge Target)
{ Huge Aux;

L[1]=10;
do
{ LI1]--;
/+ Trebuie calculat L"3. Se stiu 0O1dL (L/10)
si noua cifra L[1]. Deci (0O1dL#10+L[1]) "3=?
Se aplica binomul lui Newton. */
AtribHuge (NewL3, 01dL3) ; Shl (Newl3, 3);
AtribHuge (Aux,01dL2) ;Mult (Aux,300%L[1]);
Add (NewL3, Aux) ;
AtribHuge (Aux,01dL) ;Mult (Aux,30*L[1]*L[1]);
Add (NewL3, Aux) ;
AtribValue (Aux, L[1]*L[1]1*L[1]);
Add (NewL3, Aux) ;
}

while (Sgn(NewL3,Target)==1);

/* Aceeasi operatie pentru L°2 */

AtribHuge (NewlL2,01dL2) ; Shl (Newl2, 2);

AtribHuge (Aux,01dL) ;Mult (Aux,20«L[1]);

Add (NewL2, Aux) ;

Atribvalue (Aux,L[1]*L[1]);

Add (NewL2, Aux) ;

/% Noile valori devin 'vechi' x/

AtribHuge (01dL2, NewlL2) ;

AtribHuge (01dL, L) ;
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AtribHuge (01dL3, NewL3);

void CubeRoot (Huge A, Huge X)
{ Huge Target,01ldX,01dX2,01dX3,NewX2,NewX3;

int i;

/% Se initializeaza vectorii cu 0 (nici o cifra) =/
01dX[0]=01dX2[0]=01dX3[0]=X[0]=0;
for (i=1;i<=(A[0]+2)/3;i++)
{ AtribHuge(Target,A);
Shr (Target, 3* ((A[0]+2) /3-1));
Shl(X,1);
FindDigit (X, NewX2,NewX3,01dX,01dX2,01dX3, Target);

Acum nu mai avem decat sa scriem rutinele de intrare/iesire si programul principal:

#include <stdio.h>

#include <mem.h>

#define NMax 1000

typedef int Huge[NMax+3];

Huge A,X; /# A[0] si X[0] indica numarul de cifre #*/

void ReadData (void)
{ FILE *F=fopen("input.txt","rt");

int C,1i;

A[O0]=0;

do A[++A[0]]=(C=fgetc(F))-'0";

while (C!=EOF);

A[O]--;

fclose (F);

/% Intoarce vectorul pe dos */

for (i=1;i<=A[0]/2;i++)
A[i]=(A[i]1"A[A[0]+1-1]) " (A[A[0]+1-1i]=A[1i]);

void WriteSolution (void)
{ FILE «F=fopen("output.txt","wt");
int i=X[O0];
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while (!X[i]) i--;
while (i) fputc(X[i--1+'0'",F);
fclose (F);

void main (void)
{
ReadData();

CubeRoot (A, X) ;
WriteSolution();

Pentru a extinde aceasta metoda la radacini de orice ordin K, trebuie numai sa tinem

cont de expresia binomului lui Newton:

X? = (10-OldX + C)
L o (2.9)
=> C,-10"-0ldx" - C"

1=0

Presupunand ca avem calculate toate puterile de la 1 la p ale lui OldX, se poate
calcula noua valoare a lui X? folosind numai adungri si inmultiri cu scalari. In felul

acesta se pot calcula in timp liniar valorile lui X, X2, X3, ..., XX,



Capitolul 3

Lucrul cu structuri mari de date

De multe ori in practica, atat la concursuri cat si atunci cand scriem programe care vehi-
culeaza un volum mai mare de date, avem nevoie de structuri de date de mari dimensiuni.
Dupa cum se stie, insa, compilatorul Borland Pascal nu permite definirea de structuri de
date mai mari de 64 KB. Ce facem daca, spre exemplu, avem nevoie de un vector cu sute

de mii de elemente sau de o matrice patratica de 400 x 400 elemente 7

O prima solutie este sa schimbam limbajul de programare folosit si sa ne orientam
spre C / C++ sau alte limbaje in care gestiunea datelor voluminoase se face mai comod
pentru utilizator. De fapt, programele scrise ,la domiciliu” se scriu mai degraba in C
decat in Pascal, deoarece codul generat este mai eficient. Din nefericire, compilatorul
de C este destul de lent, cel putin in comparatie cu cel de Pascal si, desi exista destui
concurenti care lucreaza in C la olimpiada, Pascal-ul mi se pare o alegere mai buna atunci

cand timpul de implementare conteaza decisiv.

In aceste conditii, se impune gasirea unor modalitati de a ne supune rigorilor limbaju-
lui Pascal si de a ,,inghesui” cumva datele in memorie. Chiar daca dispunem de memorie
extinsa, segmentarea la 64 KB a datelor ridica destul de multe probleme. Vom trata pe

rand cateva cazuri.

3.1 Vectori de tip boolean de mari dimensiuni

In Borland Pascal, variabilele de tip logic (Boolean) se reprezintd pe un octet. Se
stie insa ca variabilele booleene pot lua doar doua valori, deci un singur bit ar fi suficient
pentru a le reprezenta. Motivul acestei aparente ,risipe” de memorie este viteza de rulare

a programului. Registrii lucreaza la nivel de octet, iar operatiile la nivel de bit sunt mai
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costisitoare din punct de vedere al timpului. In plus, cei sapte biti care ar fi economisiti

nu ar putea fi folositi decat cel mult pentru alte variabile booleene.

In unele cazuri, insa, comprimarea variabilelor logice la un singur bit este necesara,

aceasta misiune revenindu-i programatorului. Iata un exemplu de problema de concurs:

ENUNT: Se dau N — 1 numere naturale distincte cuprinse intre 1 si N. Sa se

tipareasca cel de-al N-lea numar (cel care lipseste).

Intrarea se face din fisierul INPUT. TXT, care contine pe prima linie valoarea lui N

(N < 500.000), iar pe urmatoarele N — 1 linii cate un numar cuprins intre 1 si N.
Iesirea: pe ecran se va tipari numarul care lipseste.

Exemplu: Pentru fisierul de intrare:

= 0NN w O

rezultatul tiparit pe ecran va fi 4.
Complexitate ceruta: O(N).
Timp de implementare: 30 minute.

REZOLVARE: O solutie foarte eleganta a problemei este urmatoarea: se stie ca

suma primelor N numere naturale este

N(N +1)

SN = 5

(3.1)

Se calculeaza suma S’ a numerelor din fisierul de intrare, iar numarul lipsa este
K = Sy — 8'. Aceasta metoda are un dezavantaj care o face inutilizabila: Sspg.000
este aproximativ 125 - 10°, adicd un numéar mult prea mare chiar si pentru tipul de date
Longint. Ar trebui sa se memoreze numerele foarte mari pe un vector de cifre, apoi ar
trebui scrise functiile pentru adunarea si scaderea unor asemenea numere (vezi capitolul

al II-lea), lucru destul de incomod daca se tine seama de timpul de implementare.

Pentru a memora tot vectorul in memorie este nevoie de 500.000 x 4 = 2.000.000

octeti, adica foarte mult, iar gasirea valorii care lipseste ar presupune in cel mai bun
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caz o sortare in O(N log V), care ar depasi complexitatea ceruta. Ar mai fi solutia de
a cauta pe rand fiecare numar in fisier si de a tipari primul numar pe care nu-l gasim.
In cazul cel mai rdu, insi, algoritmul ar face N parcurgeri ale fisierului de intrare si N2
comparatii, deci ar depasi de asemenea complexitatea ceruta, ca sa nu mai vorbim de

timpul de rulare.

Rezolvarea cea mai la indemana este de a construi un vector de variabile booleene cu
N elemente. Se face apoi citirea datelor si se bifeaza in vector fiecare numar citit. Apoi
se parcurge vectorul si se cauta singurul element nebifat. Aceasta versiune face o singura

parcurgere a fisierului, adica minimul posibil.

Mai ramane de vazut cum operam cu un vector de 500.000 de variabile booleene.
Daca fiecare variabila ar ocupa un octet, necesarul de memorie ar fi de 500.000 de octeti,
care sunt greu de gasit in memoria de baza. Daca insa alocam cate un bit pentru fiecare
element, necesarul de memorie este 500.000 / 8 = 62.500 octeti, adica o suma rezonabila
care, mai mult, incape intr-un singur segment de memorie si poate fi alocata static fara
probleme. Cum se poate accesa si modifica valoarea unui bit din acest vector comprimat?
Vom numerota vectorul nostru incepand de la 0, deci ultimul sau element va fi V'[62.499].
Primii sai opt biti (bitii 0...7, adica octetul V'[0]) vor fi variabilele logice atasate numerelor
1...8, urmatorii opt biti (bitii 8...15, adica octetul V'[1]) vor fi variabilele logice atasate
numerelor 9...16, si asa mai departe. Ultimii opt biti (bitii 499.992...499.999, adica octetul
V162.499]) vor fi variabilele logice atasate numerelor 499.993...500.000. In general, bitul
cu numarul X indica daca numarul X + 1 a fost gasit sau nu. lata cum ar putea arata

vectorul la un moment oarecare al citirii din fisier:

V[62.499] V(1] V(o]
1[ofofo[1]o[1]o] --- [o[1]o[1]ofo[t[z] [1]ofo[1]ofofo]1]

bitul 499.999 T bitul 499.992 bitul 15 T bitul 8 bitul 7 T bitul 0

Vectorul este reprezentat ,,pe dos”, ceea ce ar putea sa para ciudat la prima vedere.
Am facut insa acest lucru deoarece, in cadrul octetului, bitii sunt numerotati in ordine
crescatoare de la dreapta spre stanga si am tinut sa pastram aceeasi ordine si pentru

numerotarea octetilor in vector.

Primul octet semnifica ca numarul 1 a fost intalnit, numerele 2, 3 si 4 nu au fost
intalnite inca, numarul 5 a fost gasit etc. Trebuie acum sa vedem cum se face efectiv
modificarea vectorului. Initial toti bitii au valoarea 0. Se citeste din fisier un numar X

si trebuie ca al X — 1-lea bit sa fie setat pe 1.
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Mai intai trebuie aflat in ce octet se afla al X — 1-lea bit. Se observa imediat ca in
octetul Oct = (X — 1) div 8. De exemplu, bitii 0..7 se afla in octetul 0, bitii 7..15 in
octetul 1 s.a.m.d. Mai e nevoie sa stim al catulea bit este bitul nostru in cadrul octetului.
El va fi pe pozitia B = (X — 1) mod 8 (numéritoarea incepe de la 0). In sfarsit, trebuie
sa setam bitul respectiv la valoarea 1. In problema de mai sus, singura operatie necesara
este modificarea unui bit din 0 in 1. Vom trata insa cazul cel mai general, cand se cere

setarea unui bit la o anumita valoare (0 sau 1) fara a se sti ce valoare a avut el inainte.

Sa pornim de la un exemplu particular urmand ca apoi sa generalizam rezultatul. Se
cere sa se seteze bitul 2 al octetului A = 00110010 la valoarea 1. Pentru aceasta, putem
folosi 0 masca logica in care numai bitul 2 este setat pe 1, iar ceilalti sunt 0, adica masca
M = 00000100. Intre octetii A si M se poate face acum un SAU logic:

A 00110010 SsAU
M 00000100

B 00110110

Se observa ca B = A cu exceptia bitului 2, care a luat valoarea 1. Acest fapt este
usor de explicat: 0 este element neutru in raport cu operatia SAU (0 SAU X = X, VX)
si deci bitii de valoare 0 din M nu modifica bitii corespunzatori din A. In schimb,
1 SAU X =1, VX, deci bitul 2 din B va lua valoarea 1 indiferent de valoarea bitului

corespunzator din A.

Revenind la cazul nostru, octetul Oct are o valoare oarecare cuprinsa intre 0 si 255,
iar noi trebuie sa-i setam bitul B (0 < B < 7) la valoarea 1. Masca M va avea toti bitii
de valoare 0, cu exceptia bitului B care va avea valoarea 1. Aceasta inseamna ca masca

M are valoarea M = 2P = 1 shl B. Operatia pe care o avem de ficut este:
V[Oct] := V[Oct] or (1 shl B)

Sa luam acum un exemplu pentru a vedea cum se seteaza un bit oarecare la valoarea
0. Fie A =01101101. Se cere sa setam bitul 5 la valoarea 0. De data aceasta, vom folosi

0 masca 1n care toti bitii sunt 1, mai putin al 5-lea si vom aplica operatia SI logic:

A 01101101 SI
M 11011111

B 01001101
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Se observa ca B = A cu exceptia bitului 5, care a trecut de la valoarea 1 la valoarea
0. Aceasta deoarece 1 este element neutru in raport cu operatia SI (1 SI X = X, VX)
si deci bitii de valoare 1 din M nu modifica bitii corespunzatori din A. In schimb,
0 ST X =0, VX, deci bitul 5 din B va lua valoarea 0 indiferent de valoarea bitului

corespunzator din A.

Sa ne intoarcem la problema noastra: trebuie setat bitul B din octetul Oct la valoarea
0. Pentru a construi masca M remarcam ca un octet cu toti bitii de valoare 1 este egal

cu 255. Din 255 trebuie sa scadem (1 shl B), deci operatia necesara este:

V[Oct] := V[Oct] and (255 - (1 shl Bit))

Mai avem nevoie si sa testam valoarea unui bit. Sa luam de exemplu A = 00101111
si sa aflam ce valoare au bitii 3 si 7. Folosim mastile M3 = 00001000 si M, = 10000000,

aplicand de fiecare data operatia SI logic.

A 00101111 ST A 00101111 ST
M3 00001000 M7 10000000
00001000 00000000

In ce caz rezultatul poate fi diferit de 07 Sapte dintre bitii mastii sunt 0, deci bitii
corespunzatori din B vor fi oricum 0. Cel de-al optulea depinde de bitul respectiv din A:
daca acesta este 0, rezultatul va fi 0, daca este 1, rezultatul va fi diferit de 0. Revenind

la problema, testul care trebuie facut este:
V[Oct] and (1 shl Bit) <> O

Cel mai bine este sa se creeze o ,,interfata” care sa aiba implementate cele doua functii
(setarea si testarea unui bit). Dupa aceasta nu se va mai accesa direct vectorul, ci numai
prin intermediul acestor functii. In felul acesta, daca vor aparea erori de functionare din

cauza lucrului cu vectorul, vom sti unde sa le cautam.

Initializarea vectorului se poate face prin doua metode: una, mai eleganta, consta in
folosirea functiei de atribuire pentru fiecare element al sau in parte. A doua, mai rapida,
consta 1n suprascrierea cu valoarea 0 a tuturor celor 62.500 de elemente ale vectorului V,

printr-un acces direct al memoriei (procedura FillChar din Pascal).

In program, pentru cresterea vitezei, s-au facut urmatoarele modificari:
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e (X — 1) div 8 inseamna (X — 1) div 23, adica (x-1) shr 3;

e (X — 1) mod 8 reprezinta ultimii 3 biti din reprezentarea binara a lui X — 1, adica
(X-1) and 7 (deoarece 7 in binar este 00000111).

e 255 — (1 shl A) = 255 xor (1 shl A).Cu alte cuvinte, schimbarea unui
singur bit din 1 in 0 se poate face atat prin scadere, cat si printr-un SAU exclusiv,

a doua varianta fiind mai rapida.

program VectorDeBiti;
type Vector=array[0..62499] of Byte;
var V:Vector;

N, X, i:LongInt;

function GetValue (X:LongInt) :Boolean;
begin
GetValue:=V[Pred(X) shr 3] and (1 shl (Pred(X) and 7))<>0;

end;

procedure SetValue (X:LongInt;B:Boolean);
begin
if B
then V[Pred(X) shr 3]:=V[Pred(X) shr 3] or
(1 shl (Pred(X) and 7))
else V[Pred(X) shr 3]:=V[Pred(X) shr 3] and
(SFF xor (1 shl (Pred(X) and 7)));

end;

begin
FillChar(V,SizeOf (V),0);
Assign (Input, "input.txt');Reset (Input);
ReadLn (N) ;
for i:=1 to N-1 do
begin
ReadLn (X) ;
SetValue (X, True) ;
end;
Close (Input);
i:=0;
repeat Inc (i) until not GetValue(i);
WriteLn (i),

end.
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3.2 Vectori de dimensiuni mari cu elemente de valori

mici

Metoda descrisa la punctul anterior se poate aplica si in alte doua cazuri particulare.
Daca elementele vectorului de care avem nevoie pot lua nu doar doua valori, ci patru
valori (0, 1, 2, 3), atunci ele se pot reprezenta pe doi biti. In concluzie, intr-un octet
putem ,,inghesui” patru elemente ale vectorului, iar pe un segment de memorie se pot
reprezenta peste 250.000 elemente. In cazul in care elementele vectorului iau valori intre
0 si 15, ele se reprezinta pe 4 biti (in limba engeza, grupul de 4 biti poartd un nume
special - nibble), adica doua elemente pe un octet, iar pe un segment incap peste 125.000

elemente. Vom trata numai al doilea caz, lasandu-1 pe primul ca tema.

Vom folosi de asemenea un vector V' cu 62.500 elemente numerotate cu incepere de la
0. Octetul 0 va fi folosit pentru a memora primele doua elemente din vectorul dat, octetul
1 va memora al treilea si al patrulea element etc. Octetul 62.499 va memora elementele

124.999 si 125.000. Sa vedem de exemplu cum se memoreaza vectorul (5, 12, 4, 11, 0,
15).

V(2] V(1] V0]

fa]r]ofofofof [1fo[1]1]o[1]ofo] [1]1]ofofof1]o]1]

nibble 5 nibble 4 nibble 3 nibble 2 nibble 1 nibble 0

Avem nevoie de aceleasi operatii ca si in cazul precedent:

e Setarea valorii unui element, indiferent de valoarea sa precedenta;
e Aflarea valorii unui element;

e Initializarea vectorului.

Pentru a seta valoarea elementului cu numarul X (1 < X < 125.000), trebuie alterat
nibble-ul cu numéarul X —1. In ce octet se afli acest nibble? In octetul Oct = (X —1) div 2.
Ce pozitie ocupa nibble-ul in cadrul octetului? Pozitia Nib = (X — 1) mod 2. Sa luam
acum un caz particular si sa vedem cum se face modificarea propriu-zisa, urmand ca apoi

sa generalizam.

Se da octetul A = 01110010 si se cere ca nibble-ul 1 (cel din stanga) sa fie setat la

valoarea 13 (in binar 1101). Se observa ca nibble-ul stang are deja o alta valoare, deci
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in primul rand trebuie ,curatata zona”, respectiv nibble-ul trebuie adus la valoarea 0.
Cum? Probabil ati invatat deja, cu o masca logica. Cum toti patru bitii trebuie pusi
pe 0, iar ceilalti patru trebuie sa ramana nealterati, folosim masca M; = 00001111 si

aplicam operatorul SI logic:

A 01110010 SI
M1 00001111

A’ 00000010.

Asadar nibble-ul 0 a ramas nemodificat, iar nibble-ul 1 are valoarea 0. Acum putem
aduna pur si simplu nibble-ul de valoare 13. Pentru aceasta, luam numarul 13 (in binar
1101) si il deplasam spre stanga cu 4 pozitii, pentru a-1 alinia in dreptul nibble-ului 1,
dupa care efectuam un SAU logic (se poate face si adunarea, dar ea este mai lenta din

punct de vedere al calculatorului).

A’ 00000010 SAU
M2 11010000

B 11010010

Sa presupunem acum ca voiam sa setam nibble-ul drept la aceeasi valoare, 13. Ce
aveam de facut? ,Curatam” jumatatea dreapta a octetului printr-un SI logic cu masca
M; = 11110000, apoi faceam un SAU logic cu nibble-ul 13:

A 01110010 SI
M1 11110000

A’ 01110000 SAU
M2 00001101

B 01111101

Metoda generala este deci urmatoarea. Se construieste masca M; cu care se seteaza
pe 0 nibble-ul dorit. Masca se obtine scazand din octetul ,plin” 11111111 (zecimal 255,
hexazecimal $FF) valoarea 1111 (zecimal 15, hexazecimal $0F), deplasata la stanga cu 4

pozitii daca Nib = 1. O prima forma a instructiunii de construire a mastii ar fi:
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if Nib=1] then M1:=$FF - ($SOF shl 4)
else M1:=8FF - $OF

Pentru a evita instructiunea if, destul de mare consumatoare de timp, se poate

calcula direct

M1:=$FF xor ($OF shl (Nib shl 2))

deoarece Nib shl 2 este 0 daca Nib = 0 si 4 daca Nib = 1. S-a inlocuit scaderea

cu operatia SAU exclusiv, pentru motivul aratat la punctul 1.

Apoi se aduna, dupa aceeasi metoda, valoarea K dorita (0 < K < 15):

V[Oct] = (V[Oct] and ($FF xor ($0F shl (Nib shl 2))))
or (K shl (Nib shl 2))

Sa vedem cum se afla valoarea unui nibble. Sa presupunem ca se da octetul A =
01111010 si se cere sa se afle nibble-ul 1 (cel din stanga). Pentru aceasta, se face un SI
logic cu masca M = 11110000 (deoarece ultimii patru biti nu intereseaza), iar rezultatul

se deplaseaza spre dreapta cu 4 biti:

A 01111010 oI
M 11110000

A’ 01110000 >>>>

B 00000111

Deci nibble-ul stang are valoarea 7. Revenind la cazul nostru, valoarea K a nibble-ului
Nib din octetul Oct este:

K = (V[Oct] and ($OF shl (Nib shl 2))) shr (Nib shl 2)

Se recomanda si in acest caz scrierea unor functii si folosirea vectorului V' numai prin

intermediul acestor functii. In cazul initializarii vectorului, daca toate elementele trebuie
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puse la valoarea 0, se poate folosi totusi procedura FillChar, care e mult mai rapida

decat apelarea functiilor noastre pentru fiecare element in parte.

Prezentam mai jos numai un program demonstrativ despre modul de lucru cu aceste

functii:

program Nibbles;
type Vector=array[0..62499] of Byte;

var V:Vector;

function GetValue (X:LongInt) :Word;
var Oct,Nib:Word;
begin
Oct:=Pred(X) shr 1;
Nib:=Pred(X) and 1;
GetValue:=(V[Oct] and ($0F shl (Nib shl 2)))
shr (Nib shl 2);

end;

procedure SetValue (X:LongInt;K:Word);
var Oct,Nib:Word;
begin
Oct:=Pred(X) shr 1;
Nib:=Pred(X) and 1;
V[Oct]:=(V[Oct] and (SFF xor ($OF shl (Nib shl 2))))
or (K shl (Nib shl 2));

end;

begin
FillChar(V,SizeOf (V),0);
SetValue (12345,12);
SetValue (12346,13); { Doi nibble de pe acelasi octet }
WriteLn (GetValue (12345),' ',GetValue (12346));

end.

3.3 Alocarea dinamica a matricelor de mari dimen-

siuni

Sa presupunem ca avem nevoie de o matrice cu 400 linii si 400 coloane cu elemente de

tip Integer. Necesarul de memorie este deci de 400 x 400 x 2 = 320.000 octeti, adica
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mult mai mult decat un segment. O cale foarte comoda de a rezolva aceasta dificultate

este de a declara matricea drept un vector de pointeri la vectori, ca in figura de mai jos:

1 2 3 400
All] >
A2 ——>
A3 ——
A[400] | ——»

Dimensiunea vectorului de pointeri este de 400 x 4 = 1.600 octeti (un pointer se
reprezinta pe 4 octeti). Dimensiunea unei linii din matrice este de 400 x 2 = 800 octeti.
Asadar, fiecare structura de date incape pe un segment. Vectorii sunt alocati dinamic la

intrarea in program.

Metoda este comod de implementat (practic singura diferenta este ca elementul de la
coordonatele (7, j) din matrice nu va mai fi adresat cu A[1, j], cicu A[1]"[J]) si nu
este consumatoare de timp (adresarea unui element mai presupune, pe langa cele doua

incrementari datorate indicilor, si o indirectare datorata pointerului).

[ata un exemplu demonstrativ de folosire a acestei structuri de date, care calculeaza

suma numerelor naturale de la 1 la 100.

program VPV;

type Vector=array[l..400] of Integer;
Matrix=array[l..400] of “Vector;

var A:Matrix;

i:Integer;

begin
for i:=1 to 400 do New(A[i]);
A[1]17[1]:=1;

for 1:=2 to 100 do A[i] [i]:=A[i-1]"[i-1]1+1i;
WriteLn(A[100] " [100]);

end.
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3.4 Fragmentarea matricelor de mari dimensiuni

O alta solutie pentru a reprezenta in memorie structuri de date care depasesc un segment
este de a le fragmenta in bucati mai mici, fiecare din acestea nedepasind un segment.
Pentru a accesa un element oarecare al structurii, depistam intai fragmentul din care el

face parte, apoi il localizam in cadrul fragmentului.

Sa consideram acelasi exemplu al unei matrice A de dimensiuni 400 x 400 cu elemente
de tip Integer. Spatiul necesar este de 320.000 octeti, adica mai mult de 4 segmente
de cate 64 KB si mai putin de 5. Sa spunem ca am dori sa fragmentam aceasta matrice
in 5 matrice B|0], B[1], B[2], B[3], B[4], fiecare avand cate 400 linii si 80 de coloane (vom
numerota liniile de la 0 la 399 si coloanele de la 0 la 79). Cele 5 matrice se vor aloca
dinamic, fiecare incapand pe un segment (asadar vectorul B este un vector de pointeri la

matrice).

Unde se va regasi elementul A[i, j] 7 Primele 80 de coloane din matricea A se vor afla
in matricea B[0], urmatoarele 80 de coloane din A se vor afla in matricea B[1] s.a.m.d.
Coloana j a matricei A se va afla prin urmare In matricea B[j div 80]. Linia ¢ va fi aceeast,

iar coloana pe care se afla elementul A[7, j] in cadrul matricei B[j div 80] este 7 mod 80.

Acum se vede de ce, pentru a calcula mai rapid catul si restul impartirilor, este bine
ca numarul de coloane la care se face fragmentarea sa fie o putere a lui 2, astfel incat
operatiile div si mod sa se poata inlocui printr-un shr si un and. Pentru problema
noastra, cea mai rezonabila cifra este 64, ceea ce inseamna ca avem nevoie de [400/64] = 7
fragmente (prin rotunjire in sus a rezultatului). De fapt, prin alocarea a 7 segmente
(numerotate de la 0 la 6) se creeaza 7 x 64 = 448 de coloane, cu 48 mai mult decat era
necesar. Se pierde deci o cantitate de memorie de 48 x 400 x 2 = 38.400 octeti. In cazul
in care aceasta memorie nu este vitala, se poate face ,risipa”, castigandu-se in schimb

viteza.

Iata cum ar arata matricea fragmentata la 64 de coloane:
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Blo] | B[] | B2] | B[3]| Bl4] | B[5] | BJ6]

0 1 2 63 64 65 66 e 127 384 385 386 e 399 § 400 e 447

Prezentam mai jos un scurt exemplu de fragmentare, care face acelasi lucru ca si
programul de la punctul anterior. S-au scris, ca si in cazurile precedente, doua functii,
una pentru modificarea unui element si una pentru aflarea valorii lui. De asemenea, X

div 64 a fost inlocuit peste tot cu X shr 6, iar X mod 64 cu X and 63.

program Fragment;

type FragType=array[0..399,0..63] of Integer;
Matrix=array[0..6] of "FragType;

var B:Matrix;

i:Integer;

function GetValue (i, j:Integer) :Integer;
begin
GetValue:=B[j shr 6] [i,] and 63];

end;

procedure SetValue (i, j,Value:Integer);
begin
B[J shr 6]7[i,J and 63]:=Value;

end;

begin
for i:=0 to 6 do New(B[i]);
SetValue(1l,1,1);
for i:=2 to 100 do SetValue(i,i,GetValue(i-1,i-1)+1i);
WriteLn (GetValue (100,100));

end.
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Capitolul 4
Heap-uri si tabele de dispersie

Vom incheia prezentarea structurilor de date mai speciale cu doua structuri care se fac
folositoare in problemele de cautare si sortare. Ele nu sunt dificil de implementat si se
muleaza peste orice structuri de date care contin multe inregistrari ce pot fi ordonate

dupa anumite criterii.

4.1 Heap-uri

Sa pornim de la o problema interesanta mai mult din punct de vedere teoretic:

ENUNT: Un vector se numeste k-sortat daca orice element al sau se gaseste la o
distanta cel mult egala cu k de locul care i s-ar cuveni in vectorul sortat. Iata un exemplu

de vector 2-sortat cu 5 elemente:

V=6 2 7 4 10) (4.1)
Vit = (2 4 6 7 10) (4.2)

Se observa ca elementele 4 si 6 se afla la doua pozitii distanta de locul lor in vectorul
sortat, elementele 2 si 7 se afla la o pozitie distanta, iar elementul 10 se afla chiar pe
pozitia corecta. Distanta maxima este 2, deci vectorul V este 2-sortat. Desigur, un
vector k-sortat este In acelasi timp si un vector (k + 1)-sortat, si un vector (k + 2)-sortat
etc., deoarece, daca orice element se afla la o distanta mai mica sau egala cu k de locul
potrivit, cu atat mai mult el se va afla la o distanta mai mica sau egala cu k+ 1, k + 2
ete. In continuare, cand vom spune ca vectorul este k-sortat, ne vom referi la cel mai mic

k pentru care afirmatia este adevarata. Prin urmare, un vector cu N elemente poate fi
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N-1 sortat in cazul cel mai defavorabil. Mai facem precizarea ca un vector 0-sortat este
un vector sortat in intelesul obisnuit al cuvantului, deoarece fiecare element se afla la o

distanta egala cu 0 de locul sau.

Problema este: dandu-se un vector k-sortat cu N elemente numere intregi, se cere sa-1

sortam intr-un timp mai bun decat O(N log N).

Intrarea: Fisierul INPUT . TXT contine pe prima linie valorile lui N si K (2 < K < N
si N < 10.000), despartite printr-un spatiu. Pe a doua linie se dau cele N elemente ale

vectorului, despartite prin spatii.

Iesirea: In fisierul OUTPUT . TXT se vor tipari pe o singura linie elementele vectorului

sortat, separate prin spatii.

Exemplu:

INPUT. TXT | OUTPUT.TXT
5 2 2 4 6 710
6 2 7 4 10

Timp de implementare: 45 minute.
Timp de rulare: 5 secunde.
Complexitate ceruta: O(N log K).

REZOLVARE: Vom incepe prin a defini notiunea de heap. Un heap (engl. gramada)
este un vector care poate fi privit si ca un arbore binar, asa cum se vede in figura de mai

jos:

Langa fiecare nod din arbore se afla cate un numar, reprezentand pozitia in vector pe
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care ar avea-o nodul respectiv. Pentru cazul considerat, vectorul echivalent ar fi:

V=(12 10 11 10 7 9 3 2 8 1 4 3) (4.3)

Se observa ca nodurile sunt parcurse de la stanga la dreapta si de sus in jos. O
proprietate necesara pentru ca un arbore binar sa se poata numi heap este ca toate
nivelele sa fie complete, cu exceptia ultimului, care se completeaza incepand de la stanga
si continuand pana la un punct. De aici de ducem ca inaltimea unui heap cu N noduri

este

h = |logy N | (4.4)

(reamintim ca inaltimea unui arbore este adancimea maxima a unui nod, considerand
radacina drept nodul de adancime 0). Reciproc, numarul de noduri ale unui heap de

naltime h este:

N e [2" 2 1] (4.5)

Tot din aceasta organizare mai putem deduce ca tatal unui nod k£ > 1 este nodul
[k/2], iar fiii nodului k sunt nodurile 2k si 2k + 1. Daca 2k = N, atunci nodul 2k + 1
nu exista, iar nodul k£ are un singur fiu; daca 2k > N, atunci nodul k este frunza si nu
are nici un fiu. Exemple: tatal nodului 5 este nodul 2, iar fiii sai sunt nodurile 10 si 11.
Tatal nodului 6 este nodul 3, iar unicul sau fiu este nodul 12. Tatal nodului 9 este nodul

4, iar fii nu are, fiind frunza in heap.

Dar cea mai importanta proprietate a heap-ului, cea care il face util in operatiile de
cautare, este aceea ca valoarea oricarui nod este mai mare sau egala cu valoarea oricarui
fiu al sau. Dupa cum se vede mai sus, nodul 2 are valoarea 10, iar fiii sai - nodurile 4 si 5
- au valorile 10 si respectiv 7. Intrucat operatorul > este tranzitiv, putem trage concluzia
ca un nod este mai mare sau egal decat oricare din nepotii sai si, generalizand, va rezulta
ca orice nod este mai mare sau egal decat toate nodurile din subarborele a carui radacina

este el.

Aceasta afirmatie nu decide in nici un fel intre valorile a doua noduri dispuse astfel
incat nici unul nu este descendent al celuilalt. Cu alte cuvinte, nu inseamna ca orice nod
de pe un nivel mic are valoare mai mare decat nodurile mai apropiate de frunze. Este

cazul nodului 7, care are valoarea 3 si este mai mic decat nodul 9 de valoare 8, care este
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totusi asezat mai jos in heap. In orice caz, o prima concluzie care rezulta din aceasta

proprietate este ca radacina are cea mai mare valoare din tot heap-ul.

Structura de heap permite efectuarea multor operatii intr-un timp foarte bun:

Cautarea maximului in O(1);

Crearea unei structuri de heap dintr-un vector oarecare in O(N);

Eliminarea unui element in O(log N);

e Inserarea unui element in O(log N);

Sortarea in O(N log N)

Cautarea (singura care nu este prea eficienta) in O(N).

Desigur, toate aceste operatii se fac mentinand permanent structura de heap a arbore-
lui, adica respectand modul de repartizare a nodurilor pe nivele si ,inaltarea” elementelor
de valoare mai mare. Este de la sine inteles ca datele nu se vor reprezenta in memorie in

forma arborescenta, ci in cea vectoriala. Sa le analizam pe rand.

4.1.1 Cautarea maximului

Practic operatia aceasta nu are de facut decat sa intoarca valoarea primului element din

vector:

typedef int Heap[10001];
void Max (Heap H, int N)

{
return H[1];

4.1.2 Crearea unei structuri de heap dintr-un vector oarecare

Pentru a discuta acest aspect, vom vorbi mai intai despre doua proceduri specifice heap-
urilor, Sift (engl. a cerne) si Percolate (engl. a se infiltra). S& presupunem ca un vector
are o structura de heap, cu exceptia unui nod care este mai mic decat unul din fiii sai.

Este cazul nodului 3 din figura de mai jos, care are o valoare mai mica decat nodul 6:
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Ce e de facut? Desigur, nodul va trebui coborat in arbore, iar in locul lui vom aduce
alt nod, mai exact unul dintre fiii sai. Intrebarea este: care din fiii sai? Daca vom aduce
nodul 7 in locul lui, acesta fiind mai mic decat nodul 6, inegalitatea se va pastra. Trebuie

deci sa schimbam nodul 3 cu nodul 6:

Problema nu este insa rezolvata, deoarece noul nod 6, proaspat ,retrogradat”, este
inca mai mic decat fiul sau, nodul 12. De data aceasta avem un singur fiu, deci o singura

optiune: schimbam nodul 6 cu nodul 12 si obtinem o structura de heap corecta:

Procedura Sift primeste ca parametri un heap H cu N noduri si un nod K si
presupune ca ambii subarbori ai nodului K au structura de heap corecta. Misiunea ei
este sa ,,cearna” nodul K pana la locul potrivit, interschimband mereu nodul cu cel mai
mare fiu al sdu pana cand nodul nu mai are fii (ajunge pe ultimul nivel in arbore) sau

pana cand fiii sai au valori mai mici decat el.
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void Sift (Heap H, int N, int K)

{ int Son;

/% Alege un fiu mali mare ca tatal #*/
if (K<<1<=N)

{ Son=K<<1;
if (K<<1<N && H[ (K<<1l)+1]>H[ (K<<1)1])

Son++;
if (H[Son]<=H[K]) Son=0;
}
else Son=0;
while (Son)

{ /+ Schimba H[K] cu H[Son] */
H[K]=(H[K] "H[Son]) " (H[Son]=H[K]);
K=Son;

/+ Alege un alt fiu */
if (K<<1l<=N)
{ Son=K<<1;
if (K<<1<N && H[(K<<1l)+1l]>H[ (K<<1)])
Son++;
if (H[Son]<=H[K]) Son=0;
}

else Son=0;

Procedura Percolate se va ocupa tocmai de fenomenul invers. Sa presupunem ca
un heap are o ,,defectiune” in sensul ca observam un nod care are o valoare mai mare
decat tatal sau. Atunci, va trebui sa interschimbam cele doua noduri. Este cazul nodului
10 din figura care urmeaza. Deoarece fiul care trebuie urcat este mai mare ca tatal, care
la randul lui (presupunéand ca restul heap-ului e corect) este mai mare decat celalalt fiu
al sau, rezulta ca dupa interschimbare fiul devenit tata este mai mare decat ambii sai fii.
Trebuie totusi sa privim din nou in sus si sa continuam sa urcam nodul in arbore fie pana
ajungem la radacina, fie pana 1i gasim un tata mai mare ca el. Iata ce se intampla cu

nodul 10:
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void Percolate(Heap H, int N, int K)
{ int Key;

Key = HI[K];
while ((K>1) && (Key > H[K>>1]))
{ HI[K]=H[K>>1];
K>>=1;
}
H[K] = Key;

Acum ne putem ocupa efectiv de construirea unui heap. Am spus ca procedura

Sift presupune ca ambii fii ai nodului pentru care este ea apelata au structura de heap.
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Aceasta inseamna ca putem apela procedura Sift pentru orice nod imediat superior
nivelului frunzelor, deoarece frunzele sunt arbori cu un singur nod, si deci heap-uri corecte.
Apeland procedura Sift pentru toate nodurile de deasupra frunzelor, vom obtine deja
o structura mai organizata, asigurandu-ne ca pe ultimele doua nivele avem de-a face
numai cu heap-uri. Apoi apelam aceeasi procedura pentru nodurile de pe al treilea nivel
incepand de la frunze, apoi pentru cele de deasupra lor si asa mai departe pana ajungem
la raddcind. In acest moment, heap-ul este construit. lata cum functioneaza algoritmul

pentru un arbore total dezorganizat:

Nivelul frunzelor este organizat

@ea olo

Ultimele doua nivele sunt organizate

Qaae

Ultimele trei nivele sunt organizate
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Structura de heap

void BuildHeap (Heap H, int N)

{ int i,

for (i=N/2; i; Sift(H, N, i—--));

S-a apelat caderea incepand de la al N/2-lea nod, deoarece s-a aratat ca acesta este
ultimul nod care mai are fii, restul fiind frunze. Sa calculam acum complexitatea acestui
algoritm. Un calcul sumar ar putea spune: exista N noduri, fiecare din ele se ,cerne”
pe O(log N) nivele, deci timpul de constructie a heap-ului este O(N log N). Totusi nu
este asa. Presupunem ca ultimul nivel al heap-ului este plin. In acest caz, jumatate din
noduri vor fi frunze si nu se vor cerne deloc. Un sfert din noduri se vor afla deasupra lor
si se vor cerne cel mult un nivel. O optime din noduri se vor putea cerne cel mult doua
nivele, si asa mai departe, pana ajungem la radacina care se afla singura pe nivelul ei si
va putea cadea maxim h nivele (reamintim ca h = [log N |). Rezulta ca timpul total de

calcul este dat de formula:

[logy N ] N
o( > k- 2k+1) (4.6)
k=0

Demonstrarea egalititii se poate face facand substitutia N = 2" si continuand calcu-

lele. Se va obtine tocmai complexitatea O(2"); lasam aceasta verificare ca tema cititorului.

4.1.3 Eliminarea unui element

Daca eliminam un element din heap, trebuie numai sa refacem structura de heap. In
locul nodului eliminat s-a creat un gol, pe care trebuie sa il umplem cu un alt nod. Care

ar putea fi acela? Intrucat trebuie ca toate nivelele s& fie complet ocupate, cu exceptia
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ultimului, care poate fi gol numai in partea sa dreapta, rezulta ca singurul nod pe care
il putem pune in locul celui eliminat este ultimul din heap. Odata ce l-am pus in gaura
facuta, trebuie sa ne asiguram ca acest nod ,de umplutura” nu strica proprietatea de
heap. Deci vom verifica: daca nodul pus in loc este mai mare ca tatal sau, vom apela
procedura Percolate. Altfel vom apela procedura Sift, in eventualitatea ca nodul

este mai mic decat unul din fiii sai. ITata exemplul de mai jos:

eee

Sa presupunem ca vrem sa eliminam nodul de valoare 9, aducand in locul lui nodul

de valoare X. Insa X poate fi orice numar mai mic sau egal cu 18. Spre exemplu, X
poate fi 16, caz In care va trebui urcat deasupra nodului de valoare 10, sau poate fi 1,
caz in care va trebui cernut pana la nivelul frunzelor. Deoarece caderea si urcarea se pot

face pe cel mult log NV nivele, rezulta o complexitate a procedeului de O(log N).

void Cut (Heap H, int N, int K)
{ HIK] = H[N--];

if ((K>1) && (H[K] > H[K>>1]))
Percolate(H, N, K);
else Sift (H, N, K)

4.1.4 Inserarea unui element

Daca vrem sa inseram un nou element in heap, lucrurile sunt mult mai simple. Nu avem
decat sa-1 asezam pe a N+1-a pozitie in vector si apoi sa-l ,promovam” pana la locul
potrivit. Din nou, urcarea se poate face pe maxim log N nivele, de unde complexitatea

logaritmica.

void Insert (Heap H, int N, int Key)
{
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H[++N] = Key;
Percolate(H, N, N);

4.1.5 Sortarea unui vector (heapsort)

Acum, ca am stabilit toate aceste lucruri, ideea algoritmului de sortare vine de la sine.
incepem prin a construi un heap. Apoi extragem maximul (adica varful heap-ului) si
refacem heap-ul. Cele doua operatii luate la un loc dureaza O(1) + O(log N) = O(log N).
Apoi extragem din nou maximul, (care va fi al doilea element ca marime din vector) si
refacem din nou heap-ul. Din nou, complexitatea operatiei compuse este O(log V). Daca

facem acest lucru de N ori, vom obtine vectorul sortat intr-o complexitate de O(N log N).

Partea cea mai frumoasa a acestui algoritm, la prima vedere destul de mare consu-
mator de memorie, este ca el nu foloseste deloc memorie suplimentara. lata explicatia:
cand heap-ul are NV elemente, vom extrage maximul si il vom tine minte undeva in me-
morie. Pe de alta parte, in locul maximului (adica in radacina arborelui) trebuie adus
ultimul element al vectorului, adica H[N]. Dupa aceasta operatie, heap-ul va avea N — 1
noduri, al N-lea ramanand liber. Ce alt loc mai inspirat decat acest al N-lea nod ne-am
putea dori pentru a stoca maximul? Practic, am interschimbat radacina, adica pe H|[1]
cu H[N]. Acelasi lucru se face la fiecare pas, tinand cont de micsorarea permanenta a

heap-ului.

void HeapSort (Heap H, int N)

{ int 1i;

/# Construieste heap-ul x/
for (i=N>>1; i; Sift(H, N, i--));
/* Sorteaza vectorul */
for (i=N; i>=2;)
{ GI1]=(GI1]1"G[1i]1) " (G[i1=G[1]);
Sift(H, ——-i, 1);
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4.1.6 Cautarea unui element

Aceasta operatie este singura care nu poate fi optimizata (in sensul reducerii complexitatii
sub O(N)). Aceasta deoarece putem fi siguri ca un nod mai mic este descendentul unuia
mai mare, dar nu putem sti daca se afla in subarborele stang sau drept; din aceasta
cauza, nu putem face o cautare binara. Totusi, o oarecare imbunatatire se poate aduce
fata de cautarea secventiala. Daca radacina unui subarbore este mai mica decat valoarea
cautata de noi, cu atat mai mult putem fi convinsi ca descendentii radacinii vor fi si
mai mici, deci putem sa renuntam la a cauta acea valoare in tot subarborele. In felul
acesta, se poate intampla ca bucati mari din heap sa nu mai fie explorate inutil. Pe cazul
cel mai defavorabil, insa, parcurgerea intregului heap este necesara. Lasam scrierea unei

proceduri de cautare pe seama cititorului.
Q/NGC\9

Sperand ca am reusit sa explicam modul de functionare al unui heap, sa incercam
sa rezolvam si problema propusa. Chiar faptul ca ni se cere o complexitate de ordinul
O(N log k) ne sugereaza construirea unui heap cu O(k) noduri. Sa ne inchipuim ca am
construi un heap H format din primele k£ 4 1 elemente ale vectorului V. Diferenta fata
de ce am spus pana acum este ca orice nod va trebui sa fie mai mic decat fiii sai. Acest

heap va servi deci la extragerea minimului.

Deoarece vectorul este k-sortat, rezulta ca elementul care s-ar gasi pe prima pozitie
in vectorul sortat se poate afla in vectorul nesortat pe oricare din pozitiile 1,2,--- , k+ 1.
El se afla asadar in heap-ul H; in plus, fiind cel mai mic, stim exact de unde sa-l luam:
din varful heap-ului. Deci vom elimina acest element din heap si il vom trece ,,undeva”
separat (vom vedea mai tarziu unde). In loc s& punem in locul lui ultimul element din
heap, insa, vom aduce al k + 2-lea element din vector si il vom lasa sa se cearna. Acum
putem fi siguri ca al doilea element ca valoare in vectorul sortat se afla in heap, deoarece el
se putea afla in vectorul nesortat undeva pe pozitiile 1,2, - - - | k+2, toate aceste elemente
figurand in heap (bineinteles ca minimul deja extras se exclude din discutie). Putem sa

mergem la sigur, luand al doilea minim direct din varful heap-ului.

Vom proceda la fel pana cand toate elementele vectorului vor fi adaugate in heap.
Din acel moment vom continua sa extragem din varful heap-ului, revenind la vechea
modalitate de a umple locul ramas gol cu ultimul nod disponibil. Continuam si cu acest
procedeu pana cand heap-ul se goleste. In acest moment am obtinut vectorul sortat
y,undeva” in memorie. De fapt, daca ne gandim putin, vom constata ca, odata ce primele

k + 1 elemente din vector au fost trecute in heap, ordinea lor in vectorul V nu mai
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conteaza, ele putand servi chiar la stocarea minimelor gasite pe parcurs. Pe masura ce
aceste locuri se vor umple, altele noi se vor crea prin trecerea altor elemente in heap. Iata
deci cum nici acest algoritm nu necesita memorie suplimentara.

Sa urmarim evolutia metodei pe exemplul din enunt:

V=06 2 7 4 10)

f— ‘\(D 10

V=02 4 | 7 4 10)

— @

2 4

V=2 4 6 | 4 10)
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V=(2 4 6 7 | 10)

.

V=(2 4 6 7 10)

#include <stdio.h>
#include <mem.h>

int V[10001], H[10001], N, K;

void ReadData (void)
{ FILE *F=fopen("input.txt","rt");

int i;

fscanf(F,"%d %d\n", &N, &K);
for (i=1; i<=N; fscanf(F, "%d", &V[i++]1));
fclose (F);

void Sift(int X, int N)
/% Cerne al X-lea element dintr-un heap de N elemente */

{ int Son;

/% Alege un fiu mai mare ca tatal #*/
if (X<<1<=N)

{ Son=X<<1;
if (X<<1<N && H[(X<<1l)+1]<H[ (X<<1)1])

Son++;
if (H[Son]>=H[X]) Son=0;
}
else Son=0;
while (Son)

{ /* Schimba H[X] cu H[Son] =*/
H[X]1=(H[X]1 HI[Son]) " (H[Son]=H[X]);
X=Son;

/+ Alege un alt fiu =/
if (X<<1l<=N)
{ Son=X<<1;
if (X<<1<N && H[ (X<<1l)+1]<H[ (X<<1)1])
Son++;
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if (H[Son]>=H[X]) Son=0;
}

else Son=0;

void SortVector (void)

{ int i;

/% Construieste heap-ul de K+1 elemente #*/
for (i=1; i<=K+1; H[i++]=V[i]);
for (i=(K+1) >> 1; i; Sift(i--, K+1));

for (i=1; 1i<=N; i++)
{ VI[i] = HI[1ll;, // minimul trece in vector
/+* Se adauga un element din vector sau din heap */
H[1] = (i<=N-K-1) ? V[i+K+1] : H[K+1];
/* Daca vectorul s—-a terminat, heap-ul incepe
sa se micsoreze */
if (i>N-K-1) K--;
/% Cerne noul element */
Sift (1, K+1);

void WriteSolution (void)
{ FILE *F=fopen("con","wt");

int i;

for (i=1; i<=N; fprintf(F, "%d ", V[i++]));
fprintf(F, "\n");
fclose (F);

void main(void)

{
ReadDatal() ;
SortVector () ;
WriteSolution();
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4.2 Tabele HASH

In multe aplicatii lucram cu structuri mari de date in care avem nevoie sa facem cautari,
inserari, modificari si stergeri. Aceste structuri pot fi vectori, matrice, liste etc. In cazurile
mai fericite ale vectorilor, acestia pot fi sortati, caz in care localizarea unui element se
face prin metoda injumatatirii intervalului, adica in timp logaritmic. Chiar daca nu avem
voie sa sortam vectorul, tot se pot face anumite optimizari care reduc foarte mult timpul
de cautare. De exemplu, probabil ca multi dintre cititori au idee despre ce inseamna
indexarea unei baze de date. Daca avem o baza de date cu patru elemente de tip string,

sl anume

B = (bac, zugrav, abac, zarva)

putem construi un vector Ind care sa ne indice ordinea in care s-ar cuveni sa fie asezate
cuvintele in vectorul sortat. Ordinea alfabetica (din cartea de telefon) a cuvintelor este:

sabac”,  bac”, ,zarva”, ,zugrav’, deci vectorul Ind este:

Ind = (3,1,4,2)

semnificand ca primul cuvant din vectorul sortat ar trebui sa fie al treilea din vectorul
B, respectiv ,abac” si asa mai departe. In felul acesta am obtinut un vector sortat, care

presupune o indirectare a elementelor. Vectorul sortat este

B' = (B(Ind(1)), B(Ind(2)), B(Ind(3)), B(Ind(4)).

Aceasta operatie se numeste indexare. Ce-i drept, constructia vectorului Ind nu se
poate face intr-un timp mai bun decat O(N log N), dar dupa ce acest lucru se face (o
singura data, la inceputul programului), cautarile se pot face foarte repede. Daca pe
parcurs se fac adaugari sau stergeri de elemente in/din baza de date, se va pierde catva
timp pentru mentinerea indexului, dar in practica timpul acesta este mult mai mic decat
timpul care s-ar pierde cu cautarea unor elemente in cazul in care vectorul ar fi neindexat.
Nu vom intra in detalii despre indexare, deoarece nu acesta este obiectul capitolului de

fata.

In unele situatii nu se poate face nici indexarea structurii de date. Sa consideram
cazul unui program care joaca sah. In esenta, modul de functionare al acestui program

se reduce la o rutina care primeste o pozitie pe tabla si o variabila care indica daca
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la mutare este albul sau negrul, rutina intorcand cea mai buna mutare care se poate
efectua din acea pozitie. Majoritatea programelor de sah incep sa erpandeze respectiva
pozitie, examinand tot felul de variante ce pot decurge din ea si alegand-o pe cea mai
promitatoare, asa cum fac si jucatorii umani. Pozitiile analizate sunt stocate in memorie
sub forma unei liste simplu sau dublu inlantuite. Memorarea nu se poate face sub forma
unui vector, deoarece numarul de pozitii analizate este de ordinul sutelor de mii sau chiar

al milioanelor, din care cateva zeci de mii sunt retinute in permanenta in memorie.

Sa ne inchipuim acum urmatoarea situatie. Este posibil ca, prin expandarea unei
configuratii initiale a tablei sa se ajunga la aceeasi configuratie finala pe doua cai diferite.
Spre exemplu, daca albul muta intai calul la {3, apoi nebunul la ¢4, pozitia rezultata va
fi aceeasi ca si cand s-ar fi mutat intai nebunul si apoi calul (considerand bineinteles ca
negrul da in ambele situatii aceeasi replica). Daca configuratia finala a fost deja analizata
pentru prima varianta, este inutil sa o mai analizam si pentru cea de-a doua, pentru ca
rezultatul (concluzia la care se va ajunge) va fi exact acelasi. Dar cum isi poate da
programul seama daca pozitia pe care are de gand s-o analizeze a fost analizata deja sau

nu?

Cea mai simpla metoda este o scanare a listei de configuratii examinate din memorie.
Daca in aceasta lista se afla pozitia curenta de analizat, inseamna ca ea a fost deja
analizata si vom renunta la ea. Daca nu, o vom analiza acum. Ideea in mare a algoritmului

este:

Procedura 1 Analizeaza(Pozitie P)
1: cauta P in lista de pozitii deja analizate

2: daca P nu exista in lista atunci

3:  expandeaza P si afla cea mai buna mutare M
4: adauga P la lista de pozitii analizate

5. returneaza M

6: altfel

7. returneaza valoarea M atasata pozitiei P gasite in lista
8

sfarsit daca

Nu vom insista asupra a cum se expandeaza o pozitie si cum se calculeaza efectiv
cea mai buna mutare. Noi ne vom interesa de un singur aspect, si anume cautarea
unei pozitii in lista. Tehnica cea mai ,naturala” este o parcurgere a listei de la cap la
coada, comparand pe rand pozitia cautata cu fiecare pozitie din lista. Daca lista are
memorate N pozitii, atunci in cazul unei cautari cu succes (pozitia este gasita), numarul

mediu de comparatii facute este N/2, iar numarul cel mai defavorabil ajunge pana la
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N. In cazul unei ciutari fari succes (pozitia nu exista in lista), numarul de comparatii
este intotdeauna N. De altfel, cazul cautarii fara succes este mult mai frecvent pentru
problema jocului de sah, unde numarul de pozitii posibile creste exponential cu numarul
de mutari. Acelasi numar de comparatii il presupun si stergerea unei pozitii din lista
(care presupune intai gasirea ei) si adaugarea (care presupune ca pozitia de adaugat sa

nu existe deja in lista).

Pentru imbunatatirea practica a acestui timp sunt folosite tabelele de dispersie sau
tabelele hash (engl. hash = a toca, tocaturd). Mentionam de la bun inceput ca tabelele
hash nu au nici o utilitate din punct de vedere teoretic. Daca suntem rau intentionati,
este posibil sa gasim exemple pentru care cautarea intr-o tabela hash sa dureze la fel de
mult ca intr-o lista simplu inlantuita, respectiv O(N). Dar in practica timpul cautarii
si al adaugarii de elemente intr-o tabela hash coboara uneori pana la O(1), iar in medie

scade foarte mult (de mii de ori).

Iata despre ce este vorba. Sa presupunem pentru inceput ca in loc de pozitii pe
tabla de sah, lista noastra memoreaza numere intre 0 si 999. In acest caz, tabela hash
ar fi un simplu vector H cu 1.000 de elemente booleene. Initial, toate elementele lui H
au valoarea False (sau 0). Daca numarul 473 a fost gasit in lista, nu avem decat sa
setam valoarea lui H(473) la True (sau 1). La o noua aparitie a lui 473 in lista, vom
examina elementul H(473) si, deoarece el este True, inseamna ca acest numar a mai fost
gasit. Daca dorim stergerea unui element din hash, vom reseta pozitia corespunzatoare
din H. Practic, avem de-a face cu un exemplu rudimentar de ceea ce se cheama functie
de dispersie, aidca h(x) = z. O proprietate foarte importanta a acestei functii este
injectivitatea; este imposibil ca la doua numere distincte sa corespunda aceeasi intrare in

tabela. Sa incercam o reprezentare grafica a metodei:



4.2. Tabele HASH

A

1 4
v
2
| 0 |98
# 0 |999

[ata primul set de proceduri de gestionare a unui Hash.

#define M 1000 // numarul de "intrari" //
typedef int Hash[M];

typedef int DataType;

Hash H;

void InitHashl (Hash H)

{ int i;

for (i=0; i<M; H[i++]1=0);

inline int h(DataType K)
{

return K;

int Searchl (Hash H, DataType K)
/+ Intoarce -1 daca elementul nu exista in hash

sau indicele in hash daca el exista */

return H[h(K)] ? h(K) : -1;

void Addl (Hash H, DataType K)
{

69
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H[h(K) ]=1;

void Deletel (Hash H, DataType K)

{
H[h(K) 1=0;

Prin ,numar de intrari” in tabela se intelege numarul de elemente ale vectorului H;
in general, orice tabela hash este un vector. Pentru ca functiile sa fie cat mai generale,
am dat tipului de data int un nou nume - DataType. In principiu, tabelele Hash se
aplica oricarui tip de date. In realitate, fenomenul este tocmai cel invers: orice tip de
date trebuie ,convertit” printr-o metoda sau alta la tipul de date int, iar functia de
dispersie primeste ca parametru un intreg. Functiile hash prezentate in viitor nu vor mai
lucra decat cu variabile de tip intreg. Vom vorbi mai tarziu despre cum se poate face

conversia. Acum sa generalizam exemplul de mai sus.

intr—adevér, cazul anterior este mult prea simplu. Sa ne inchipuim de pilda ca in loc
de numere mai mici ca 1.000 avem numere de pani la 2.000.000.000. In aceasti situatie
posibilitatea de a reprezenta tabela ca un vector caracteristic iese din discutie. Numarul
de intrari in tabela este de ordinul miilor, cel mult al zecilor de mii, deci cu mult mai
mic decat numarul total de chei (numere) posibile. Ce avem de facut? Am putea incerca
sa adaugam un numar K intr-o tabela cu M intrari (numerotate de la 0 la M — 1) pe
pozitia K mod M, adica h(K) = K mod M. Care va fi insa rezultatul? Functia h isi va
pierde proprietatea de injectivitate, deoarece mai multor chei le poate corespunde aceeasi
intrare in tabela, cum ar fi cazul numerelor 1.234 si 2.001.234, ambele dand acelasi rest
la impartirea prin M = 1.000. Nu putem avea insa speranta de a gasi o functie injectiva,
pentru ca atunci numarul de intrari in tabela ar trebui sa fie cel putin egal cu numarul
de chei distincte. Vrand-nevrand, trebuie sa rezolvam coliziunile (sau conflictele) care

apar, adica situatiile cand mai multe chei distincte sunt repartizate la aceeasi intrare.

Vom reveni ulterior la oportunitatea alegerii functiei modul si a numarului de 1.000
de intrari in tabela. Deocamdata vom folosi aceste date pentru a explica modul de
functionare a tabelei hash pentru functii neinjective. Sa presupunem ca avem doua chei
K si K care sunt repartizate de functia h la aceeasi intrare X, adica h(K;) = h(K3) = X.
Solutia cea mai comoda este ca H(X) sa nu mai fie un numar, ci o lista liniara simplu sau
dublu inlantuita care sa contina toate cheile gasite pana acum si repartizate la aceeasi

intrare X. Prin urmare vectorul H va fi un vector de liste:
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L H
1.002 | o 0
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# ( P 5.001
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3.002
l . 998
# . 999

h(xz) = x mod M

Sa analizam acum complexitatea noilor proceduri de cautare, adaugare si stergere.
Cautarea nu se va mai face in toata lista, c¢i numai in lista corespunzatoare din H. Altfel
spus, o cheie K se va cauta numai in lista H(h(K)), deoarece daca cheia K a mai aparut,
ea a fost in mod sigur repartizata la intrarea H(h(K)). De aceea, cautarea poate ajunge,
in cazul cel mai defavorabil cand toate cheile din lista se repartizeaza la aceeasi intrare in
hash, la o complexitate O(V). Daca reusim insa sa gasim o functie care sa distrbuie cheile
cat mai aleator, timpul de intrare se va reduce de M ori. Avantajele sunt indiscutabile

pentru M = 10.000 de exemplu.

Intrucat operatiile cu liste liniare sunt in general cunoscute, nu vom insista asupra
lor. Prezentam aici numai adaugarea si cautarea, lasandu-va ca tema scrierea functiei de

stergere din tabela.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#define M 1000 // numarul de "intrari"
typedef struct _List {

long P;

struct _List * Next;

} List;

typedef List % Hash[M];
Hash H;
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void InitHash2 (Hash H)

{ int 1i;

for (i=0; i<M; H[i++]=NULL);

int h2 (int K)
{

return K%M;

int Search2(Hash H, int K)
/+ Intoarce 0 daca elementul nu exista in hash
sau 1 daca el exista */

{ List =L;

for (L=H[h2(K)]; L && (L->P != K); L = L->Next);
return L!=NULL;

void Add2 (Hash H, int K)

{ List *L = malloc(sizeof(List));
L->P = K,
L->Next = H[h2(K)];
H[h2(K)] = L;

Am spus ca functiile de dispersie sunt concepute sa lucreze numai pe date de tip
intreg; celelalte tipuri de date trebuie convertite in prealabil la tipuri de date intregi.

[ata cateva exemple:

e Variabilele de tip string pot fi transformate in numere in baza 256 prin inlocuirea
fiecarui caracter cu codul sau ASCIIL. De exemplu, sirul ,abac” poate fi privit ca
un numar de 4 cifre in baza 256, si anume numarul (97 98 97 99). Conversia lui in

baza 10 se face astfel:

X = ((97 x 256 4 98) x 256 4 97) x 256 4 99 = 1.633.837.411 (4.7)

Pentru stringuri mai lungi, rezulta numere mai mari. Uneori, ele nici nu mai pot fi
reprezentate cu tipurile de date ordinale. Totusi, acest dezavantaj nu este suparator,
deoarece majoritatea functiilor de dispersie presupun o impartire cu rest, care,

indiferent de marimea numarului de la intrare, produce un numar controlabil.
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e Variabilele de tip data se pot converti la intreg prin formula:

A X366+ L x3l+7Z (4.8)

unde A, L si Z sunt respectiv anul, luna si ziua datei considerate. De fapt, aceasta
functie aproximeaza numarul de zile scurse de la inceputul secolului I. Ea nu are
pretentii de exactitate (ca dovada, toti anii sunt considerati a fi bisecti si toate lunile
a avea 31 de zile), deoarece s-ar consuma timp inutil cu calcule mai sofisticate, fara
ca dispersia Insasi sa fie imbunatatita cu ceva. Conditia care trebuie neaparat
respectata este ca functia de conversie data <> intreg sa fie injectiva, adica sa nu
se intample ca la doua date D; si D, sa li se ataseze acelasi intreg X; daca acest
lucru se intdmpla, pot aparea erori la cautarea in tabela (de exemplu, se poate
raporta gasirea datei D; cand de fapt a fost gasita data D,). Pentru a respecta
injectivitatea, s-au considerat coeficientii 366 si 31 in loc de 365 si 30. Daca numarul
de zile scurse de la 1 ianuarie anul 1 d.H. ar fi fost calculat cu exactitate, functia de
conversie ar fi fost si surjectiva, dar, dupa cum am mai spus, acest fapt nu prezinta

interes.

e Analog, variabilele de tip ora se pot converti la intreg cu formula:

X =(H x60+M)x60+5S (4.9)

unde H, M si S sunt respectiv ora, minutul si secunda considerate, sau cu formula

X = ((H x 60+ M) x 60 + S) x 100 + C (4.10)

daca se tine cont si de sutimile de secunda. De data aceasta, functia este surjectiva

(oricarui numar intreg din intervalul 0 - 8.639.999 1i corespunde in mod unic o ora).

e In majoritatea cazurilor, datele sunt structuri care contin numere si stringuri. O
buna metoda de conversie consta in alipirea tuturor acestor date si in convertirea
la baza 256. Caracterele se convertesc prin simpla inlocuire cu codul ASCII cores-
punzator, iar numerele prin convertirea in baza 2 si taierea in ,,bucati” de cate opt
biti. Rezulta numere cu multe cifre (prea multe chiar si pentru tipul longint),
care sunt supuse unei operatii de impartire cu rest. Functia de conversie trebuie
sa fie injectiva. De exemplu, in cazul tablei de sah despre care am amintit mai
inainte, ea poate fi transformata intr-un vector cu 64 de cifre in baza 16, cifra 0
semnificand un patrat gol, cifrele 1-6 semnificand piesele albe (pion, cal, nebun,

turn, regina, rege) iar cifrele 7-12 semnificand piesele negre. Prin trecerea acestui
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vector in baza 256, rezulta un numar cu 32 de cifre. La acesta se mai pot adauga
alte cifre, respectiv partea la mutare (0 pentru alb, 1 pentru negru), posibilitatea
de a efectua rocada mica/mare de catre alb/negru, numarul de mutari scurse de la

inceputul partidei si asa mai departe.

Vom termina prin a prezenta doua functii de dispersie foarte des folosite.

4.2.1 Metoda impartirii cu rest

Despre aceasta metoda am mai vorbit. Functia hash este

h(z) = x mod M (4.11)

unde M este numarul de intrari in tabela. Problema care se pune este sa-1 alegem pe
M cat mai bine, astfel incat numarul de coliziuni pentru oricare din intrari sa fie cat mai
mic. De asemenea, trebuie ca M sa fie cat mai mare, pentru ca media numarului de chei
repartizate la aceeasi intrare sa fie cat mai mica. Totusi, experienta arata ca nu orice

valoare a lui M este buna.

De exemplu, la prima vedere s-ar putea spune ca o buna valoare pentru M este o
putere a lui 2, cum ar fi 1.024, pentru ca operatia de impartire cu rest se poate face
foarte usor in aceasta situatie. Totusi, functia h(z) = x mod 1.024 are un mare defect:
ea nu tine cont decat de ultimii 10 biti ai numarului z. Daca datele de intrare sunt numere
in mare majoritate pare, ele vor fi repartizate in aceeasi proportie la intrarile cu numar
de ordine par, pentru ca functia h pastreaza paritatea. Din aceleasi motive, alegerea unei
valori ca 1.000 sau 2.000 nu este prea inspirata, deoarece tine cont numai de ultimele
3-4 cifre ale reprezentarii zecimale. Multe valori pot da acelasi rest la impartirea prin
1.000. De exemplu, daca datele de intrare sunt anii de nastere ai unor persoane dintr-o
agenda telefonica, iar functia este h(z) = 2 mod 1.000, atunci majoritatea cheilor se vor

ingramadi (termenul este sugestiv) intre intrarile 920 si 990, restul ramanand nefolosite.

Practic, trebuie ca M sa nu fie un numar rotund in nici o baza aritmetica, sau cel
putin nu in bazele 2 si 10. O buna alegere pentru M sunt numerele prime care sa nu
fie apropiate de nici o putere a lui 2. De exemplu, in locul unei tabele cu M = 10.000
de intrari, care s-ar comporta dezastruos, putem folosi una cu 9.973 de intrari. Chiar si
se poate alege un numar prim din zona 11.000-12.000. Risipa de memorie de circa 1.000-

2.000 de intrari in tabela va fi pe deplin compensata de imbunatatirea cautarii.
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4.2.2 Metoda inmultirii

Pentru aceasta metoda functia hash este

h(z) = |M(z x Amod 1)] (4.12)

Aici A este un numar pozitiv subunitar, 0 < A < 1, iar prin z x A mod 1 se intelege
partea fractionara a lui z X A, adica x x A— |z x A|. De exemplu, daca alegem M = 1.234

si A=0,3, iar x = 1.997, atunci avem

h(z) = [1.234 x (599,1mod 1)| = [1.234 x 0,1] = 123 (4.13)

Se observa ca functia h produce numere intre 0 si M — 1. Intr-adevar,

0<zxAmodl<l = 0< M(zxAmod1l) <M (4.14)

In acest caz, valoarea lui M nu mai are o mare importanta. O putem deci alege cat de
mare ne convine, eventual o putere a lui 2. In practica, s-a observat ca dispersia este mai
buna pentru unele valori ale lui A si mai proasta pentru altele. Donald Knuth propune

valoarea

~ 0.618034 (4.15)

Ca o ultima precizare necesara la acest capitol, mentionam ca functia de cautare e
bine sa nu intoarca pur si simplu 0 sau 1, dupa cum cheia cautata a mai aparut sau nu
inainte intre datele de intrare. E recomandabil ca functia sa intoarca un pointer la zona
de memorie in care se afla prima aparitie a cheii cautate. Vom da acum un exemplu
in care aceasta valoare returnata este utila. Daca, in cazul prezentat mai sus al unui
program de sah, se ajunge la o anumita pozitie P dupa ce albul a pierdut dreptul de
a face rocada, aceasta pozitie va fi retinuta in hash. Retinerea nu se va face nicidecum
efectiv (toata tabla), pentru ca s-ar ocupa foarte multa memorie. Se va memora in loc
numai un pointer la pozitia respectiva din lista de pozitii analizate. Pe langa economia de
memorie in cazul cheilor de mari dimensiuni, mai exista si alt avantaj. Sa ne inchipuim ca,
analizand in continuare tabla, programul va ajunge la aceeasi pozitie P, dar in care albul
are inca dreptul de a face rocada. E limpede ca aceasta varianta este mai promitatoare
decat precedenta, deoarece albul are o libertate mai mare de miscare. Se impune deci fie

stergerea vechii pozitii P din lista si adaugarea noii pozitii, fie modificarea celei vechi prin
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setarea unei variabile suplimentare care indica dreptul albului de a face rocada. Aceasta
modificare este usor de facut, intrucat cautarea in hash va returna chiar un pointer la
pozitia care trebuie modificata. Bineinteles, in cazul in care pozitia cautata nu se afla in

hash, functia de cautare trebuie sa intoarca NULL.

In incheiere, prezentdm un exemplu de functie de dispersie pentru cazul tablei de sah.

#define M 9973 // numarul de "intrari"
typedef struct {
char b_T[8][8];
/* tabla de joc, cu 0<= T[i][F] <=12 */
char b_CastleW, b_CastleB;
/* ultimii doi biti ai lui b_CastleW
indica daca albul are dreptul de a
efectua rocada mare, respectiv pe cea
mica. Analog pentru b_CastleB x/
char b_Side;
/% 0 sau 1, dupa cum la mutare este albul
sau negrul */
char b_EP;
/% 0..8, indicand coloana (0..7) pe care
partea la mutare poate efectua o
captura "en passant". 8 indica ca nu
exista aceasta posibilitate =/
int b_NMoves;
/#* Numarul de mutari efectuate */
} Board;
Board B;

int h3(Board =B)
{ int 1, 3;
/% Valoarea initiala a lui S este un numar pe 17 biti care
inglobeaza toate variabilele suplimentare pe langa T.

S se va lua apoi modulo M x/

long S = (B->b_NMoves /% 8 biti «/
+(B—>b_CastleW << 8) /% 2 biti */
+(B—>b_CastleB << 10) /* 2 biti x/
+(B->b_Side << 12) /* 1 bit */
+B->b_EP<<13) % M; /* 4 biti x*/

for (i=0; i<=7; i++)
for (3=0; 3j<=7; Jj++)
S=(16+S+B—>b_T[1i]1[7])%M;
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return S;

7
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Capitolul 5

Despre algoritmi exponentiali si

1mbunatatirea lor

Trebuie sa spunem de la bun inceput ca cea mai buna imbunatatire care i se poate aduce
unui algoritm in timp exponential care rezolva o anumita problema este evitarea lui,
adica gasirea - acolo unde este posibil - a unui algoritm polinomial care sa rezolve aceeasi
problema. Exista cazuri in care acest lucru nu este posibil; in aceasta situatie, insa,
orice imbunatatire nu este decat o metoda de a ascunde gunoiul sub covor. Un algoritm
exponential ramane exponential, iar imbunatatirile aduse il pot face sa mearga de doua,
de trei, de zece ori mai repede, dar nu-1 pot transforma intr-un algoritm polinomial.
Cresterea cu doua - trei unitati a dimensiunii datelor de intrare va anihila saltul de la un

calculator 486 la un Pentium.

In multe situatii, nu se cunoaste nici un algoritm care sa functioneze in timp util si
sa furnizeze solutia optima a unei probleme. In asemenea cazuri, daca optimalitatea nu
este strict necesara, se renunta la ea si se cauta algoritmi care sa produca solutii cat
mai apropiate de cea optima si care sa mearga mult mai repede. Este intuitiv ca, daca
impunem limite mai dure in ceea ce priveste timpul de rulare al algoritmului, vom avea
sanse mai mici sa gasim o solutie apropiata de optim. Nu vom discuta in aceasta carte
despre cum se poate realiza un echilibru intre abaterea solutiei de la optim si timpul
necesar pentru a o produce. Genul acesta de dileme apar si in cadrul concursului de
informatica, dar acolo timpul nu permite o analiza laborioasa a problemei. Noi vom indica
numai modul in care se poate ,inventa” un algoritm polinomial in locul unuia exponential
si o metoda prin care acest algoritm poate fi imbunatatit pentru ca rezultatele pe care
acesta le scoate sa nu fie departe de adevar. Aceasta este una din tendintele din ultimii

ani de la concursurile de informatica. Deoarece toti elevii cunosc problemele , clasice”
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care s-ar putea da la concurs, se incearca departajarea lor prin urmarirea modului in care

ei se adapteaza la probleme fara o solutie eficienta cunoscuta.
Sa pornim de la o problema celebra, cea a comis-voiajorului.

ENUNT: Se da un graf complet orientat cu N < 30 noduri. Fiecare muchie are un
cost cuprins intre 1 si 100. Se cere sa se determine un ciclu hamiltonian de cost minim.
Un ciclu hamiltonian este ciclul care parcurge fiecare nod exact o data. Costul unui ciclu

este suma costurilor muchiilor componente.

Intrarea: Datele de intrare se gasesc in fisierul INPUT . TXT, sub urmatoarea forma:

N
All,1] A[1,2] ... A[l,N]

A[N,1] A[N,2] ... A[N,N]

unde A[1i, J] este lungimea muchiei care iese din nodul ¢ si intra in nodul j. Se
garanteaza ca Ali,i] = 0,V1 <i < N.

Iesirea se va face in fisierul OUTPUT. TXT pe doua linii. Pe prima linie se va tipari

costul minim gasit, iar pe a doua traseul parcurs (N numere separate prin spatii).

Exemplu:
INPUT.TXT | OUTPUT.TXT
4 9
0341 1423
3023
520 6
8130

Timp de executie: 30 secunde
Timp de implementare: 30 minute

REZOLVARE: Problema este arhicunoscuta si de asemenea este arhicunoscut faptul
ca ea nu admite o rezolvare polinomiala. Totusi, daca aceasta problema va este data la
un concurs, nu poate constitui o scuza in fata comisiei argumentul ca problema nu este
polinomiala. Ea trebuie facuta sa mearga cat mai bine. Spre deosebire de laboratoarele
NASA, unde orice greseala intr-o linie de cod poate distruge un modul spatial cu echipaj
cu tot, la olimpiada nu se merge pe principiul ,,totul sau nimic”. Fiecare punct castigat

este bun castigat.
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Precizam ca metodele de mai jos se aplica mai degraba in cazurile in care se cere
o solutie optima, dar se ofera punctaje partiale si in cazul in care concurentul ofera o
solutie cat de cat apropiata de cea optima. Exista sanse ca metodele de mai jos sa asigure
gasirea chiar a solutiei optime pentru mare parte din teste, dar aceste sanse variaza de

la o problema la alta.

In primul rand, care este deosebirea fundamentala dintre un algoritm backtracking
si unul greedy? Algoritmul backtracking analizeaza pe rand fiecare solutie posibila si o
alege pe cea mai buna. In felul acesta, el nu poate scapa solutia optima. Din nefericire,
in multe cazuri spatiul solutiilor creste exponential cu dimensiunea datelor de intrare; in
aceste situatii algoritmii backtracking nu mai sunt practici. In schimb, algoritmii greedy
(engl. greedy = lacom) fac o parcurgere a datelor de intrare si, la fiecare pas al acestei
parcurgeri, aleg o parte (destul de mica) din solutiile posibile, iar pe restul le ,arunca”.
La pasul urmator se aleg o parte din solutiile ramase si asa mai departe, pana cand in

final ramane o singura solutie care se tipareste.

Criteriul in functie de care se face trierea solutiilor este cheia unui algoritm greedy.
Daca acest criteriu poate garanta ca la fiecare pas al algoritmului solutia optima (sau
cel putin una din solutiile optime, daca pot exista mai multe) ramane intre solutiile care
sunt pastrate, atunci algoritmul greedy functioneaza perfect. Demonstratia este usoara:
solutia optima nu este ,,aruncata” niciodata, iar la sfarsitul algoritmului ramane o singura
solutie, de unde rezulta ca solutia ramasa este tocmai cea optima. Asemenea cazuri de
algoritmi pentru care s-a demonstrat ca ei functioneaza sunt: algoritmii lui Kruskal si
Prim pentru gasirea arborelui partial de cost minim al unui graf, algoritmul lui Dijkstra
pentru determinarea drumurilor de cost minim de la un nod la toate celelalte intr-un graf

s.a.m.d.

Putem extinde aceste notiuni si la domeniul jocurilor logice. De exemplu, jocul Nim
(pe care probabil il cunoasteti cu totii) are o strategie sigura de castig pentru anumite
pozitii, iar pentru celelalte se poate demonstra ca nu exista nici o strategie de castig. In
cazul in care strategia exista, jucatorului i se ofera o mutare care il duce spre victorie. Ce
este in fond aceasta mutare? Tocmai un criteriu de a tria anumite configuratii, favorabile

jucatorului, si de a le ignora pe celelalte.

Exista insa probleme pentru care nu s-a gasit (iar uneori s-a si demonstrat ca nu
exista) nici un algoritm greedy. Continuand paralela cu jocurile logice, exista jocuri care
nu au nici o strategie de castig pentru unul din jucatori. Este cazul jocului de sah. Pentru
unele asemenea probleme (cum ar fi cea de fata, a comis-voiajorului), care au aplicatii

largi in diferite domenii practice, se investesc sume mari in cercetare pentru a se gasi
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algoritmi cat mai buni care sa functioneze intr-un timp convenabil.

O situatie asemanatoare apare la concursul de informatica, unde se cunoaste de la
inceput timpul pus la dispozitie (atat cel pentru implementare, cat si cel pentru executie)
si se urmareste obtinerea unui punctaj cat mai mare. Iata cateva metode destul de

eficiente.

5.1 ,,Omorarea” backtracking-ului

Sintagma aceasta oarecum ilara, care starneste mila pentru bietul backtracking, se aude
foarte des pe la iesirea din salile de concurs, atunci cand problema a fost mai , ciudata”,
in sensul ca foarte putini concurenti au descoperit vreo solutie eficienta la ea. Ce este de

fapt ,,backtracking-ul omorat” si in ce situatii este el preferabil?

Problema comis-voiajorului sub diverse forme sau alte probleme exponentiale au fost
propuse in anii trecuti spre rezolvare la concursuri. Daca vrem sa aflam solutia optima
(de cost minim), neavand alta solutie la indemana, trebuie sa recurgem la backtracking.
Backtracking-ul, dupa cum se stie, examineaza pe rand fiecare posibila solutie. In cazul
nostru, backtracking-ul nu are altceva de facut decat sa genereze pe rand toate permutarile
multimii 1,2,..., N. Considerand fiecare permutare ca fiind un posibil ciclu hamiltonian
(stim sigur ca oricarei permutari ii corespunde un ciclu hamiltonian, deoarece graful este
complet), mai trebuie doar sa calculam costul fiecarei permutari si sa o afisam pe cea de

cost minim. Pana aici, nimic deosebit. Iata si sursa Pascal:

program Hamilton;
{$B-,I-,R—,S-}
const NMax=30;
type Vector=array[l..NMax] of Integer;
Matrix=array[l..NMax,1l..NMax] of Integer;
var A:Matrix;
Route, BestRoute:Vector;
Seen:set of 1..NMax;

N, Cost,MinCost :Integer;

procedure ReadData;

var i, j:Integer;

begin
Assign(Input, "input.txt');Reset (Input);
ReadLn (N) ;
for i:=1 to N do
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begin
for j:=1 to N do Read(Al[i, J1);
Readln;
end;
Close (Input);

end;

procedure Bkt (Level, Cost:Integer);
var i:Integer;
begin
if Level=N+1
then begin
Inc(Cost,A[Route[N],1]1);
if Cost<MinCost
then begin
BestRoute:=Route;
MinCost :=Cost;
end;
end
else if Cost<MinCost
then for i:=1 to N do
if not (i in Seen)
then begin
Seen:=Seen+[i];
Route[Level] :=i;
Bkt (Level+l, Cost+A[Route[Level-1],1i]1);
Seen:=Seen—-[i];
end;

end;

procedure WriteSolution;

var 1i:Integer;

begin
Assign(Output, 'output.txt');Rewrite (Output);
WriteLn (MinCost) ;
for i:=1 to N do Write(BestRoute[i],' '),
Writeln;
Close (Output) ;

end;

begin
ReadData;
Route[l]:=1;
Seen:=[1];
MinCost :=MaxInt;
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Bkt (2,0);
WriteSolution;

end.

Programul sub aceasta forma nu se incadreaza in timp nici macar pentru N = 15
(cifra depinde si de calculatorul folosit pentru testare, dar nu variaza cu mai mult de
doua-trei nivele; sa spunem cu generozitate ca pe un calculator performant programul
ar putea merge pana la N = 18 sau 20). Pe de alta parte, ideea in sine (algoritmul) de
rezolvare nu mai poate fi mult imbunatatita. Si cu toate acestea, programul trebuie sa

mearga pana la N = 30. Ce putem face?

Desigur, nu exista o rezolvare eleganta. Putem insa incerca fel de fel de metode de a
trisa. Deoarece nu avem timp sa examinam toate solutiile, trebuie sa renuntam la o parte
din ele, cu riscul ca printre ele sa se afle tocmai solutia cautata. Una dintre tehnici este
omorarea backtracking-ului. Dupa numarul si tipurile solutiilor pe care le cer, algoritmii

backtracking ar putea fi impartiti in mai multe categorii:

e Cei care furnizeaza o singura solutie;

e Cei care, pe baza unei functii care ataseaza un cost fiecarei solutii, furnizeaza solutia

de cost minim;

e Cei care furnizeaza toate solutiile.

Backtracking-ul omorat se aplica celui de-al doilea tip de cerinte. Putem face in asa
fel incat sa oprim programul exact la expirarea timpului permis pentru rulare si sa afisam
cea mai buna solutie gasita pana la momentul respectiv. Daca am fost norocosi (termenul
este cel mai potrivit in aceasta situatie), atunci programul nostru a apucat, in timpul pe
care i l-am permis, sa gaseasca solutia optima. Daca nu, putem totusi spera ca a fost
gasita o solutie cat de cat apropiata de cea optima, pentru care putem eventual sa primim
macar o parte din punctaj. Dupa cum se vede, omorarea backtracking-ului nu promite

marea cu sarea, dar este un artificiu binevenit, pentru ca exista trei variante:

e Programul se incadreaza in timp, caz in care backtracking-ul omorat nu aduce nimic

in plus;

e Programul nu se incadreaza in timp, dar solutia optima este gasita in timp, caz in
care backtracking-ul simplu nu furnizeaza nici o solutie (si de obicei este oprit cu

Ctrl-Break), pe cand backtracking-ul omorat furnizeaza solutia;
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e Programul nu se incadreaza in timp si nici solutia optima nu este gasita in timp, caz
in care backtracking-ul simplu nu furnizeaza nici o solutie, pe cand backtracking-ul

omorat furnizeaza o solutie eventual apropiata de optim.

Din experienta se poate spune ca membrii comisiei de corectare acorda jumatate din
punctele pentru un test mai degraba atunci cand li se ofera o solutie neoptima decat
atunci cand li se ofera o solutie optima intr-un timp depasit. Adesea programul este

oprit indata ce timpul de rulare expira, si parerea autorului e ca e mai bine asa.

,Omorarea” nu se preteaza la celelalte doua versiuni de backtracking. Atunci cand
exista o singura solutie, nu se mai pune problema de a gasi una apropiata de ea. Ori
gasim solutia, ori nimic. De exemplu, nu are sens sa rezolvam problema de mai sus cu
un backtracking omorat daca stim sigur ca nu se acorda punctaje partiale pentru solutii
neoptime (dar in general acest lucru nu se stie sigur...). Ramane bineinteles posibilitatea
de a opri programul imediat ce solutia a a fost gasita. In cazul in care se cer toate
solutiile, de asemenea programul nu poate fi oprit. Atunci cand se poate, merita calculat
numarul de solutii, pentru ca imediat ce am gasit toate solutiile, s& oprim programul.
Putem aplica backtracking-ul omorat numai daca stim ca se acorda punctaj si pentru

afisarea unei parti din solutii.

Mai raméane de stabilit cum anume se face ,omorarea” backtracking-ului (si de fapt
a oricarui program). FExista mai multe metode. Prima, asupra careia nu vom insista

deoarece ea are ,efecte secundare” si, in plus, este foarte lenta, consta din doua etape:

e Se seteaza ceasul sistem la ora 00:00:00 (miezul noptii) cu procedura SetTime din

unitatea Dos a compilatorului Borland Pascal;

e Periodic se testeaza ora cu procedura Get Time si se opreste programul atunci cand

se apropie ,ora critica” (in cazul nostru 00:00:30).

Dupa cum se vede, marele neajuns al acestei metode este ca ,da peste cap” ceasul
sistem (lucru dezastruos mai ales pentru cei care vin la concurs fara ceas...). In afara
de aceasta, procedurile Get Time si Set Time apeleaza la randul lor intreruperile DOS,

ceea ce consuma mult din timpul care si asa este limitat.

A doua metoda, care este mai rapida si nu lasa urme, consta in captarea intreruperii
8, adica a timer-ului. Timer-ul este o rutina care se apeleaza automat la fiecare 55 de
milisecunde, deci cam de 18,2 ori pe secunda. In principiu, ea nu face nimic altceva decat

sa incrementeze ceasul sistem cu 55 ms. Pe langa aceasta, insa, putem adauga si propriul
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nostru cod, folosind procedurile Pascal GetIntVec si SetIntVec. Trebuie doar sa
avem grija ca timer-ul scris de noi sa-1 apeleze si pe cel vechi, altfel ceasul sistem se va
opri si cine stie ce altceva se mai poate intampla. Vom declara deci o variabila Time
care va fi decrementata la fiecare apel al intreruperii de ceas. Inainte de a intercepta
intreruperea 8, vom initializa variabila cu valoarea maxima dorita. Stim ca timer-ul se
apeleaza de 18,2 ori pe secunda, deci daca limita de timp pentru un test este de 30 de
secunde, valoarea initiala pentru variabila Time ar putea fi 18,2 x 30 = 546. Este bine
sa nu calculam insa timpul la limita, deoarece avem nevoie de cateva fractiuni si pentru
tiparirea solutiei in fisier, si poate pur si simplu ceasul comisiei de corectare o ia putin

inainte. De aceea, e mai sigura inmultirea cu 17 in loc de 18,2.

In momentul in care, prin decrementéri succesive, Time a ajuns la valoarea 0 (sau la o
valoare negativa), programul trebuie oprit. Acest lucru presupune iesirea din procedura
de backtracking, afisarea solutiei si restaurarea vechii intreruperi 8, pentru ca progra-
mul sa nu lase ,urme”. lata deci o versiune a programului Pascal care va fi extrem de

punctuala...

program Hamilton;
{$B-,I-,R—,S—}
uses Dos;

const NMax=30;

TimeLimit=30; { secunde }

type Vector=array[l..NMax] of Integer;
Matrix=array[l..NMax,1l..NMax] of Integer;
var A:Matrix;
Route, BestRoute:Vector;
Seen:set of 1. .NMax;
N, Cost,MinCost :Integer;
Time:Integer; { Contorul }

OldTimer :procedure;

procedure MyTimer; interrupt;

{ Se executa la fiecare 55 ms }

begin

Dec (Time) ; { Ne facem treaba... }

Inline($9C); { ...pushf... }

OldTimer; { ...s81 executam si vechiul timer }
end;

procedure ReadData;

var i, j:Integer;
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begin
Assign (Input, "input.txt');Reset (Input);
ReadLn (N) ;
for i:=1 to N do
begin
for j:=1 to N do Read(A[i, j]);
ReadLn;
end;
Close (Input);

end;

procedure Bkt (Level, Cost:Integer);
var 1i:Integer;
begin
if Level=N+1
then begin
Inc(Cost,A[Route[N],1]1);
if Cost<MinCost
then begin
BestRoute:=Route;
MinCost :=Cost;
end;
end
else if (Time>0) and (Cost<MinCost)
then for i:=1 to N do
if not (i in Seen)
then begin
Seen:=Seen+[i];
Route[Level] :=i;
Bkt (Level+l, Cost+A[Route[Level-1],1i]1);
Seen:=Seen—-[i];
end;

end;

procedure WriteSolution;

var i:Integer;

begin
Assign(Output, 'output.txt');Rewrite (Output);
WriteLn (MinCost) ;
for i:=1 to N do Write(BestRoute[i],' '),
Writeln;
Close (Output) ;

end;

begin

87
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Time:=TimeLimit*17;

{ Captam intreruperea 8 (timer-ul) }
GetIntVec (8, @01dTimer) ;
SetIntVec (8, @MyTimer);
ReadData;

Route[l]:=1;

Seen:=[1];

MinCost :=MaxInt;

Bkt (2,0);
WriteSolution;

{ Restauram timer-ul }
SetIntVec(8,@01dTimer);

end.

Si aceasta a doua metoda are neajunsurile ei, deoarece presupune scrierea a destul
de multe linii de program in plus. In afard de aceasta, instructiunea de decrementare
a variabilei Time, precum si apelul suplimentar de procedura din cadrul intreruperii
de ceas mai reduc putin timpul dedicat calculelor efective. A treia varianta elimina si
aceste deficiente. Ea se bazeaza pe accesarea directa a locatiei de memorie $0000:$046C,
unde se afla, reprezentat pe 4 octeti, numarul de apeluri ale timer-ului (numarul de
tacti) incepand de la miezul noptii. Daca declaram o variabila Time de tip Longint
(deoarece acest tip de date ocupa 4 octeti) exact la aceasta adresa, folosind clauza Pascal
absolute, variabila se va incrementa la fiecare 55ms, scutindu-ne pe noi de aceasta
grija. Daca inmultim variabila cu 55/1.000, aflam exact numarul de secunde scurse de
la miezul noptii. Daca impartim acest rezultat la 3.600, putem afla ora exacta s.a.m.d.
Lucrul care ne intereseaza pe noi este sa setam o ,alarma” care sa opreasca programul
peste 30 de secunde. 30 de secunde inseamna 30 X 18, 2 incrementari ale variabilei Time.
Folosind in loc de 18,2 valoarea 17 (pentru a pastra o rezerva), rezulta ca trebuie sa ne
oprim atunci cand Time are o valoare cu 30 X 17 mai mare decat la intrarea in program.
Primul lucru pe care il va face programul va fi s dea unei variabile Alarm valoarea Time
+ 30 x 17. Periodic (cel mai comod la intrarea in procedura backtracking) se va testa

valoarea variabilei Time si atunci cand ea este egala cu Alarm, se va iesi din program.

program Hamilton;
{$B7/ I-,R-, Si}
const NMax=30;

TimeLimit=30; { secunde }

type Vector=array[l..NMax] of Integer;
Matrix=array[l..NMax,1l..NMax] of Integer;
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var A:Matrix;
Route, BestRoute:Vector;
Seen:set of 1..NMax;
N, Cost,MinCost :Integer;
Time:LongInt absolute $0000:$046C;
Alarm:LongInt;

procedure SetAlarm;
begin
Alarm:=Time+TimeLimit*17;
{ Cifra corecta era nu 17, ci 18.2;
am pastrat insa o rezerva de siguranta

end;

procedure ReadData;
var i, j:Integer;
begin
Assign(Input, 'input.txt');Reset (Input);
ReadLn (N) ;
for i:=1 to N do
begin
for j:=1 to N do Read(A[i, j1);
ReadLn;
end;
Close (Input);

end;

procedure Bkt (Level, Cost:Integer);
var 1i:Integer;
begin
if Level=N+1
then begin
Inc(Cost,A[Route[N],1]1);
if Cost<MinCost
then begin
BestRoute:=Route;
MinCost :=Cost;
end;
end
else if (Time<Alarm) and (Cost<MinCost)
then for i:=1 to N do
if not (i in Seen)
then begin
Seen:=Seen+[i];

Route[Level] :=1i;

89
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Bkt (Level+l, Cost+A[Route[Level-1],1]);
Seen:=Seen—-[i];
end;

end;

procedure WriteSolution;

var i:Integer;

begin
Assign (Output, "output.txt');Rewrite (Output);
WriteLn (MinCost) ;
for i:=1 to N do Write(BestRoute[i],' '),
Writeln;
Close (Output) ;

end;

begin
SetAlarm;
ReadData;
Route[l]:=1;
Seen:=[1];
MinCost :=MaxInt;
Bkt (2,0);
WriteSolution;

end.

Singura problema pe care o poate ridica aceasta ultima versiune este urmatoarea:
daca programul este lansat in executie la un moment foarte apropiat de miezul noptii,
atunci variabila Alarm va avea o valoare mai mare decat numarul de tacti dintr-o zi.
Variabila Time nu va ajunge niciodata la aceasta valoare, deoarece la miezul noptii ea va
lua din nou valoarea 0. Este totusi putin probabil sa va fie corectat programul la miezul

noptii...

5.2 Greedy euristic

Dupa cum am spus, la unii algoritmi greedy, criteriul de departajare garanteaza ca solutia
optima nu este niciodata scapata din vedere. De si mai multe ori, totusi, criteriile de
departajare nu pot promite acest lucru; in general elevii, la iesirea din salile de concurs,
in cazul unei probleme mai controversate, isi expun parerile si ideile fata de colegii lor,
apoi fiecare 1i demonstreaza celuilalt ca algoritmul propus de el nu merge, prezentandu-i

un contraexemplu. Momentele cele mai picante se produc atunci cand algoritmul pare sa
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nu fie corect, dar nici nu se poate gasi un contraexemplu.

In aceste situatii, criteriile de departajare a solutiilor la algoritmii greedy se numesc
functii euristice, iar algoritmul in sine se numeste greedy euristic (in greaca veche,
heuriskein insemna a afla). Daca nu poate promite optimalitatea, functia euristica trebuie
in orice caz aleasa cat mai bine, respectiv trebuie sa aiba sanse cat mai mari sa retina

solutia optima, sau macar sa retina la fiecare pas solutii cat mai apropiate de cea optima.

Un singur algoritm greedy euristic are sanse mici sa gaseasca solutia optima. Dar

algoritmii greedy euristici au unele proprietati interesante:

e Se incadreaza cu usurinta in timpul de rulare.
e Sunt usor de implementat.

e O modificare cat de mica a functiei euristice poate modifica radical algoritmul si
solutia furnizata de el. Deoarece nu avem de unde sti care dintre functiile euristice
este mai buna (acest lucru depinde de datele pe care este testata problema), ideal

este sa retinem ambele solutii furnizate si sa o alegem pe cea mai buna.

e De multe ori, datele de intrare sunt vectori sau matrice; in unele situatii, sensul in
care sunt ele parcurse pentru determinarea solutiei nu este important. Schimband
sensul de parcurgere, obtinem de asemenea doua solutii distincte pe care le putem

compara.

e Aproape intotdeauna, functiile euristice contin teste de genul:

if A<B then Actiunel else Actiune2;

Din punct de vedere logic, daca A=B se poate executa oricare din cele doua actiuni.
Conditia A<B este echivalenta cu conditia A<=B. Totusi, din punct de vedere al
calculatorului, cele doua conditii sunt absolut diferite si pot produce solutii cu
totul diferite. lata de exemplu, doua rutine care cauta pozitia k pe care se afla

elementul minim intr-un vector V cu N elemente:

k:=1;
for i:=2 to N do
if V[i]<V[k] then k:=i;

respectiv
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k:=1;
for i:=2 to N do
if V[i]l<=VI[k] then k:=1i;

Cele doua versiuni vor gasi intr-adevar un indice & astfel incat V[k| sa fie minim.
Totusi, daca exista mai multe elemente de valoare minima, atunci prima versiune

va intoarce indicele cel mai mic, pe cand ultima il va intoarce pe cel mai mare.

[ata un exemplu de functie euristica pentru problema comis-voiajorului: pornim din
nodul 1 si, la fiecare pas, ne deplasam in cel mai apropiat nod care nu a fost vizitat inca.
Dupa ce toate nodurile au fost vizitate, trebuie numai sa ne deplasam din ultimul nod
vizitat in nodul 1. Luata in sine, aceasta euristica nu este stralucita. Ea poate insa sa fie
»clonata” intr-o multitudine de variante. In primul rand ca nu este obligatoriu sa pornim
din nodul 1. Putem aplica acelasi algoritm pornind pe rand din fiecare nod; la sfarsit

tiparim solutia de cost minim. Prima varianta a programului Pascal este:

program Hamilton;
{$B-,I-,R—,S—}
const NMax=30;
type Vector=array[l..NMax] of Integer;
Matrix=array[l..NMax,1l. .NMax] of Integer;
var A:Matrix;
Route, BestRoute:Vector;

N, Cost,MinCost, i:Integer;

procedure ReadData;
var i, j:Integer;
begin
Assign(Input, "input.txt');Reset (Input);
ReadLn (N) ;
for i:=1 to N do
begin
for j:=1 to N do Read(A[i, jl);
ReadLn;
end;
Close (Input);

end;

procedure Greedyl (Start:Integer;var R:Vector;
var Cost:Integer);

var i, j,Closest:Integer;
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Seen:set of 1..NMax;

begin
R[1] :=Start;
Cost :=0;

Seen:=[Start];
for i:=2 to N do
begin
{ Cauta nodul cel mai apropiat }
Closest:=MaxInt;
for j:=1 to N do
if (not (j in Seen)) and (A[R[i-1], j]<Closest)

then begin
Closest:=A[R[1-1], j];
R[1]:=3;
end;

Inc(Cost,Closest);
Seen:=Seen+[R[1]];
end;
{ Inchide ciclul }
Inc(Cost,A[R[N], Start]);

end;

procedure Update;
begin
if Cost<MinCost
then begin
MinCost :=Cost;
BestRoute:=Route;
end;

end;

procedure WriteSolution;

var i:Integer;

begin
Assign (Output, 'output.txt');Rewrite (Output);
WriteLn (MinCost) ;
for i:=1 to N do Write(BestRoute[i],' ');
Writeln;
Close (Output) ;

end;

begin
ReadData;
MinCost :=MaxInt;
for i:=1 to N do

93
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begin
Greedyl (i, Route, Cost) ;
Update;
end;
WriteSolution;

end.

De sine statatoare, functia euristica nu este stralucita. Totusi, ea poate fi lesne mo-
dificata. Se observa ca, in procedura Greedyl, instructiunea for j:=1 to N do...
poate fi inlocuita cu for j:=N downto 1 do..., iar conditia (A[R[i-1], 3] < Closest)

cu (A[R[i-1], j]<=Closest).

Facand toate combinatiile posibile, rezulta alte trei proceduri, Greedy2, Greedy3

si Greedy4, iar noua forma a programului principal este:

begin
ReadData;
MinCost :=MaxInt;

for i:=1 to N do
begin
Greedyl (i, Route, Cost) ;
Update;
Greedy?2 (i, Route, Cost) ;
Update;
Greedy3 (i, Route, Cost);
Update;
Greedy4 (1, Route, Cost) ;
Update;

end;

WriteSolution;

end.

Dupa cum se vede, adaosul de proceduri face ca sursa sa atinga dimensiuni im-
punatoare, dar efortul necesar pentru a o scrie este aproape aceeasi ca si cand ar fi existat
o singura functie euristica. Practic, trebuie scrisa una singura din cele patru functii, restul

rezumandu-se la copierea unor blocuri cu ajutorul editorului Borland Pascal.
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5.3 Decizia intre greedy euristic si backtracking

Pentru a ne asigura si mai multe puncte din cele puse in joc, putem incerca urmatoarea
combinatie: pentru grafuri mici, care pot fi examinate exhaustiv in timp de cateva se-
cunde, vom apela la algoritmul backtracking pentru rezolvarea problemei. Numai pentru
valori mari, pentru care stim sigur ca backtracking-ul depaseste timpul admis, vom apela
la functiile euristice. Ce inseamna valori ,,mici” si ,,mari” se poate aproxima sau se poate

determina dupa cateva teste. Aceste valori depind de problema si de masina folosita.

Deoarece primele teste pentru fiecare problema (uneori o treime sau chiar jumatate
din ele) sunt de dimensiuni mici, e bine daca vi le puteti asigura printr-un backtracking

care de regula se implementeaza in 15-20 minute.

5.4 Combinatia greedy euristic + backtracking

Urmarind prima rezolvare de la punctul (1) - varianta backtracking fara nici un fel de
modificari - se observa ca variabila MinCost se initializeaza cu valoarea MaxInt. In
felul acesta, prima solutie gasita este implicit cea mai buna si dureaza o vreme pana cand
rezultatele incep sa se apropie de optim. Pe de alta parte, evaluarea unui anumit lant
din graf si prelungirea lui cu noi noduri pana la inchiderea ciclului hamiltonian nu se fac
decat daca costul lantului nu a depasit deja valoarea MinCost. De aici provine intrebarea
fireasca: ce-ar fi daca, in loc sa initializam variabila MinCost cu valoarea MaxInt, am
lansa mai intai unul sau mai multe greedy-uri euristice (depinde cate apucam sa scriem)
pentru a da o valoare mai apropiata de adevar variabilei MinCost 7 Sigur, cu o floare
nu se face primavara, dar in cazul nostru se pot castiga secunde pretioase. Se poate de
asemenea ca dupa aceste greedy-uri sa apelam nu un backtracking simplu, ci unul omorat
prin orice metoda, caz in care sansele se imbunatatesc considerabil. Programul principal

ar putea fi atunci:

begin

SetAlarm;

ReadData;

MinCost :=MaxInt;

for i:=1 to N do

begin

Greedyl (i, Route, Cost);
Update;
Greedy?2 (i, Route, Cost) ;
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Update;
Greedy3 (i, Route, Cost);
Update;
Greedy4 (1, Route, Cost) ;
Update;
end;

Route[l]:=1;

Seen:=[1];

Bkt (2,0);

WriteSolution;

end.

5.5 Testarea aleatoare a posibilitatilor

Oricat ar parea de ciudat, si aceasta este o cale de a iesi din incurcatura. Ce-i drept,
nu cea mai eficienta, dar atunci cand imaginatia va joaca feste iar backtracking-ul nu va
surade, puteti incerca chiar si o rezolvare care se bazeaza puternic pe functia Random.
In acest caz, tot ce aveti de facut este sa generati aleator cicluri hamiltoniene si sa-i
calculati fiecaruia costul. La sfarsit il tipariti pe cel de cost minim gasit. Bineinteles,
oprirea programului se va face printr-o ,,omorare” de orice tip. Timpul de implementare al
unei asemenea rezolvari este de ordinul minutelor. Aceasta versiune gaseste uneori solutia
optima, dar alteori este foarte departe de ea. De asemenea, are marele dezavantaj ca la
doua rulari consecutive nu genereaza acelasi rezultat, deoarece procedura Randomize isi
extrage variabila RandSeed (folosita pentru a genera numere aleatoare) pe baza timer-
ului... Personal nu o recomand, dar este destul de des folosita pe la concursuri. Si
este momentul sa amintim o urare ce li se adreseaza concurentilor care intra in sala de

corectare, respectiv ,,Sa fie Intr-un timer bun!”.

program Hamilton;
{$571 I7/ R7/ Si}
const NMax=30;

TimeLimit=30; { secunde }

type Vector=array[l..NMax] of Integer;
Matrix=array[l..NMax,1l..NMax] of Integer;
var A:Matrix;
Route, BestRoute:Vector;
Seen:set of 1. .NMax;

N, Cost,MinCost:Integer;
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Time:LongInt absolute $0000:$046C;
Alarm:LongInt;

procedure SetAlarm;
begin
Alarm:=Time+TimeLimit*17;

{ Cifra corecta era nu 17, ci 18.2;

am pastrat insa o rezerva de siguranta }

end;

procedure ReadData;
var i, j:Integer;
begin
Assign(Input, 'input.txt');Reset (Input);
ReadLn (N) ;
for i:=1 to N do
begin
for j:=1 to N do Read(A[i, j1);
ReadLn;
end;
Close (Input);

end;

procedure RandomCycle;
var i, j:Integer;
begin
Route[1l] :=Random(N)+1;
Seen:=[Route[1l]];
Cost:=0;
for i:=2 to N do
begin
repeat Route[i] :=Random(N)+1;
until not (Route[i] in Seen);
Seen:=Seen+[Route[i]];
Inc(Cost,A[Route[i-1],Route[i]]);
end;
Inc(Cost,A[Route[N],Route[l]]);

end;

procedure Update;
begin
if Cost<MinCost
then begin
MinCost:=Cost;

BestRoute:=Route;
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end;

end;

procedure WriteSolution;

var i:Integer;

begin
Assign (Output, 'output.txt');Rewrite (Output);
WriteLn(MinCost) ;
for i:=1 to N do Write(BestRoute[i],' ');
WritelLn;
Close (Output) ;

end;

begin
SetAlarm;
Randomize;
ReadData;
MinCost :=MaxInt;
while Time<Alarm do
begin
RandomCycle;
Update;
end;
WriteSolution;

end.



Capitolul 6

Probleme de concurs

6.1 Problema 1

ENUNT: Se considera urmatorul joc: Pe o tabla liniara cu 2N + 1 casute sunt dispuse
N bile albe (in primele N casute) si N bile negre (in ultimele N casute), casuta din
mijloc fiind libera. Bilele albe se pot misca numai spre dreapta, iar cele negre numai spre

stanga. Mutarile posibile sunt:

1. O bila alba se poate deplasa o casuta spre dreapta, numai daca aceasta este libera;

2. O bila alba poate sari peste bila aflata imediat in dreapta ei (indiferent de culoarea

acesteia), asezandu-se in casuta de dincolo de ea, numai daca aceasta este libera;
3. O bila neagra se poate deplasa o casuta spre stanga, numai daca aceasta este libera;

4. O bila neagra poate sari peste bila aflata imediat in stanga ei (indiferent de culoarea

acesteia), asezandu-se in casuta de dincolo de ea, numai daca aceasta este libera.

Trebuie schimbat locul bilelor albe cu cele negre. Se mai cere in plus ca prima mutare

sa fie facuta cu o bila alba.
Intrarea: De la tastatura se citeste numarul N < 1.000.

Iesirea: In fisierul OUTPUT . TXT se vor tipari doua linii terminate cu jttjjEnteryj/tt;.
Pe prima se va tipari numarul de mutari efectuate, iar pe a doua o succesiune de cifre

cuprinse intre 1 si 4, nedespartite prin spatii, corespunzatoare mutarilor ce trebuie facute.

Exemple:
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o N=1 = Iesirea 141

o N =2 = lesirea 14322341

Complexitate cerutd: O(N?).
Timp de implementare: 1h.
Timp de rulare: 10 secunde pentru un test.

REZOLVARE: La prima vedere, problema pare sa se preteze la o rezolvare in timp
exponential, prin metoda ,, Branch and Bound”. Un neajuns al enuntului pare sa fie faptul
ca nu se specifica daca numarul de mutari efectuate trebuie sau nu sa fie minim. Pentru

a ne lamuri, sa privim in detaliu solutiile pentru N =1si N = 2:

e Pentru N = 1, toate mutarile sunt fortate ((a) - se muta bila alba, (b) - se sare
cu cea neagra peste ea, (¢) - se muta din nou bila alba); trebuie remarcat ca dupa
mutarile (a) si (b) se obtin doua configuratii simetrice una in raport cu cealalta

(oglindite).

e Pentru N = 2, se poate incepe sarind cu bila alba de la margine peste cealalta, dar
aceasta mutare ar duce la blocarea jocului. Este deci obligatoriu sa se inceapa prin
a impinge bila alba centrala (a). Urméatoarea mutare este fortata ((b) - se sare cu
bila neagra peste cea alba), apoi toate mutarile sunt obligate (in sensul ca daca la
orice pas se face alta mutare decat cea care conduce la solutie, jocul se blocheaza in
cateva mutari): (c) - se impinge bila neagra, (d), (e) - se sare de doua ori cu bilele
albe, (f) - se impinge bila neagra, (g) - se sare cu bila neagra, (h) - se impinge bila
alba. Trebuie din nou remarcat ca dupa mutarile (c) si (e) se obtin doua configuratii

simetrice.

Asadar in ambele cazuri, solutia este unica. De fapt, exista doua solutii asemanatoare,
una daca se incepe cu o mutare a bilei albe si una daca se incepe cu o mutare a bilei
negre. Fiindca enuntul impune ca prima mutare sa se faca cu o bila alba, solutia este
unica. Se mai observa si ca, atat pentru N = 1 cat si pentru N = 2 sirul de mutari
este simetric. Pentru a indica efectiv modul de determinare a solutiei (care va sugera si
ideea de scriere a programului) si pentru a explica observatiile de mai sus, sa generalizam

observatiile facute pentru un N oarecare.

e Configuratia initiala este:

O|0|0|0|...|O|0O|0O]|0O o000 ... 060600
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e Se impinge bila alba si se sare cu cea neagra peste ea (sirul de mutari 14):

O|0|O|O|... O|O|OC|@|O o006 ... 00 oo

e Se impinge bila neagra si se sare de doua ori cu cele albe peste ea (sirul de mutari
322):

O|0|0|0|...|O0|O e Cj@eCleoj® ... 606 0 O

e Se impinge bila alba si se sare de trei ori cu cele negre peste ea (sirul de mutari
1444):

O|0|O0|O|... I C|l®@|C|®@OC|@® O o ... 060 o0 o

e Se impinge bila neagra si se sare de patru ori cu cele albe peste ea (sirul de mutari
32222):

O|0|O0|O]... e C|l0C|®0O(0(0... 00 00

e Se Impinge bila alba (mutarea 1)

Cl®@O0|.... 0|00/ OC|@O|... OCl®@OC|0®

e Se sare de N ori cu cele negre peste ea (sirul de mutari 44..44):

00O |... 0/l 0C|®O0|®O|... 000

Ultimele doua configuratii sunt simetrice. In acest moment sirul de mutari se inver-

seaza:

e Se impinge bila alba (mutarea 1):

0|00 |... 0Ol|C|l|0O|®O0O|0O|... 0@ ©)
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e Se sare de patru ori cu bilele albe si se impinge bila neagra (sirul de mutari 22223):

L BN BN BN BESSRN cCle0|®@|C|@®@O|... O|O|O]|O

e Se sare de trei ori cu bilele negre si se Impinge bila alba (sirul de mutari 4441):

( 2N BN BN NSSRN BN REORN REGRN O|O|...|0]|0|0|O

e Se sare de doua ori cu bilele albe si se impinge bila neagra (sirul de mutari 223):

o000 ... © 0 O O|l@®@O|0|0O|...|0|0|0O]|0O

e Se sare cu bila neagra si se Impinge bila alba (sirul de mutari 41), obtinandu-se

configuratia finala:

o000 ... 000 O O|O0|0|0O]|...|O|0O|0O|O

In concluzie, sirul de mutari este: o impingere - un salt - o impingere - doua salturi -
o impingere - trei salturi - ... - o impingere - N — 1 salturi - o impingere - N salturi - o
impingere - N — 1 salturi - ... - o impingere - trei salturi - o impingere - doua salturi - o

impingere - un salt - o impingere, culorile alternand la fiecare pas.

Pentru a calcula numarul de mutari, putem sa le numaram pe masura ce le efectuam,
dar deoarece se cere afisarea mai intai a numarului de mutari si dupa aceea a mutarilor in
sine, trebuie fie sa stocam toate mutarile in memorie, fie sa lucram cu fisiere temporare,
ambele variante putand duce la complicatii nedorite. Din fericire, numarul de mutari se
poate calcula cu usurinta astfel: fiecare piesa alba trebuie mutata in medie cu N pasi
catre dreapta si fiecare piesa neagra trebuie mutata cu N pasi catre stanga. Deci numarul
total de pasi este 2N (N + 1). Din secventa generala de mutari expusa mai sus se observa
ca nu se fac decat 2N 1mpingeri de piese (mutari de un singur pas), restul fiind salturi

(mutari de cate doi pasi). Deci numarul de mutari este:

ON(N +1) — 2N

2N
* 2

=2N + N? = N(N +2) (6.1)

De aici deducem ci nu exista un algoritm mai bun decat O(N?), deoarece numarul

de mutari este O(N?). Propunem ca tema cititorului s& demonstreze ca nu existd decat
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doua succesiuni de mutari care rezolva problema, din care una incepe cu mutarea unei
piese albe, iar cealalta este oglindirea ei si incepe cu mutarea unei piese negre, deci nu
poate constitui o solutie corecta. Demonstratia incepe prin a arata ca sunt necesare cel
putin 2N impingeri de piese. Aceasta demonstratie explica de ce nu se cere un numar
minim de mutari in enunt - cerinta nu ar avea sens intrucat solutia este oricum unica.

Acestea fiind zise, programul arata astfel:

#include <stdio.h>
int N;
FILE =OutF;

void Jump (int Level, char A, char B)
{ int i;
putc (A, OQutF);
for (i=1;i<=Level;i++) putc(B,OutF);
if (Level<N)
{
Jump (Level+l, "1'+'2'=A, "4'+'3"'=B);
for (i=1;i<=Level;i++) putc(B,OutF);
}
putc (A, OutF);

void main (void)

{
printf ("N=");scanf ("%d", &N);
OutF=fopen("output.txt","wt");
fprintf (OutF, "$1d\n", (long)N=* (N+2)) ;
Jump(1,'1','4");
fprintf (OutF, "\n");
fclose (OutF);

6.2 Problema 2

Problema urmatoare a fost propusa la a VI-a Olimpiada Internationala de Informatica,
Stockholm 1994. Este si ea un bun exemplu de situatie in care putem cadea in plasa unei

rezolvari ,,Branch and Bound” atunci cand nu este cazul.
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ENUNT: Se da o configuratie de 3 x 3 ceasuri, fiecare avand un singur indicator care
poate arata numai punctele cardinale (adica orele 3, 6, 9 si 12). Asupra acestor ceasuri
se poate actiona in noua moduri distincte, fiecare actiune insemnand miscarea limbilor
unui anumit grup de ceasuri in sens orar cu 90°. In figura de mai jos se da un exemplu de
configuratie initiala a ceasurilor si se arata care sunt cele noua tipuri de mutari (pentru

fiecare tip de mutare se misca numai ceasurile reprezentate hasurat).

1 2 3

IO
OO
DI

Se cere ca, Intr-un numar minim de mutari, sa aducem toate indicatoarele la ora 12.

Intrarea se face din fisierul INPUT . TXT, care contine configuratia initiala sub forma
unei matrice 3 X 3. Pentru fiecare ceas se specifica cate o cifra: 0 = ora 12, 1 = ora 3, 2

= ora 6, 3 = ora 9.

lesirea se va face in fisierul OUTPUT . TXT sub forma unui sir de numere intre 1 si 9,
pe un singur rand, separate prin spatiu, reprezentand sirul de mutari care aduc ceasurile

in starea finala. Se cere o singura solutie.

Exemplu: Pentru figura de mai sus, fisierul INPUT . TXT este

iar fisierul OUTPUT . TXT ar putea fi:

58 4 9
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Timp de implementare: 1h - 1h 15min.
Timp de rulare: o secunda.
Complexitate ceruta: O(1) (timp constant).

REZOLVARE: Din cate am vazut pe la concursuri, peste jumatate din elevi s-ar
apuca direct sa implementeze o rezolvare Branch and Bound la aceasta problema, fara

sa-si mai bata capul prea mult. Exista argumente in favoarea acestei initiative:

e Multi prefera sa nu mai piarda timpul cautand o alta solutie, mai ales ca problema
seamana mult cu ,Lampa lui Dario Uri” (care de fapt este exact problema ceasurilor,
dar in care ceasurile au doar doua stari in loc de patru). In plus, se stie ca pe cazul
general al unei table N x N, cele doua probleme nu admit rezolvari polinomiale si

atunci cea mai sigura solutie este prin tehnica Branch and Bound.

e De asemenea, se observa ca numarul total de configuratii posibile pentru o tabla cu
9 ceasuri este de 4%, adica aproximativ un sfert de milion. Un algoritm Branch and
Bound ar furniza asadar o solutie in timp rezonabil. Rationamentul multor elevi
este ,decat sa pierd timpul cautand o solutie mai buna, fara sa am certitudinea ca
o voi gasi, mai bine folosesc timpul implementand un Branch care macar stiu sigur

ca merge”.

e Problema cere o solutie intr-un numar minim de pasi, lucru care ii cam descura-
L . I o o . Coimon o
jeaza pe cei care inca ar vrea sa caute alte rezolvari. ,,Alte rezolvari” inseamna de
obicei un Greedy comod de implementat, iar asupra rezolvarilor Greedy se poarta
intotdeauna discutii interminabile pe culoarele salilor de concurs referitor la ,cat

de bune sunt” (adica in cat la suta din cazuri furnizeaza solutia optima).

Se pierd insa din vedere unele lucruri esentiale. In primul rand, tabla nu este de
N x N, ci are dimensiuni fixate, 3 x 3. In al doilea rand, implementarea unui Branch
and Bound in timp de concurs este o aventura nu tocmai usor de dus la bun sfarsit
(personal mi-a fost frica sa o incerc vreodata). In sfarsit, dupa cum se va vedea mai jos,
problema sirului minim de transformari este o pseudo-problema, deoarece solutia simpla

este oricum unica.

Ce se intelege prin ,solutie simpla”? Sa remarcam doua lucruri:

1. Aplicarea de patru ori a aceleiasi mutari nu schimba nimic in configuratia ceasurilor.

Intr-adevar, mutarea va afecta de fiecare data acelasi grup de ceasuri, iar aplicarea
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de patru ori va roti fiecare indicator cu 360°, adica il va aduce in pozitia initiala.
Din acest motiv, toate afirmatiile facute in cele ce urmeaza vor fi valabile in algebra

modulo 4.

2. Ordinea in care se aplica transformarile nu conteaza.

In consecinta, prin ,solutie simpla” se intelege un sir de mutari ordonat crescator in
care nici o mutare nu apare de mai mult de trei ori. Sa demonstram acum ca solutia

simpla este unica.

Fie A € M3(Z4) matricea citita de la intrare, unde a;; arata de cate ori a fost rotit
ceasul C;; peste ora 12. Fie matricea B € Mj3(Z4),b;; = 4 — a;;. Matricea B arata
de cate ori mai trebuie rotit fiecare ceas pana la ora 12. O solutie inseamna a efectua
fiecare din cele 9 mutari de un numar de ori, py, pa, ..., py. Cum afecteaza aceste mutari

ceasurile? Se poate deduce usor:

Ceasul | Tipurile de mutari care 1l afecteaza

Cl,l 17 27 4
Ci2 1,2, 3,5
Cis 2,3,6

Coi | 1,4,5,7
Coo [1,3,57,9
Cos  |3,5,6,9

Cs1 4,7, 8
Css | 5,7,8,0
C3,3 67 87 9

Se obtine deci un sistem de 9 ecuatii cu 9 necunoscute:

D1+ P2+ P4 P1+ D2+ Pps+Ps P2 + D3+ Pe
P=pi+ps+ps+pr pr+ps+ps+pr+py ps+ps+ps+p | =B (6.2)

P4+ Pr+ P8 D5 + P7+ Ps + Po D6 + P8 + Do
Sa presupunem ca acest sistem admite doua solutii pi,...,pg Si q1,...,q9. Atunci
P =B (mod4) si Q@ = B (mod 4), deci P = @ (mod 4) si, prin diferite combinatii
liniare ale celor 9 ecuatii, se deduce p; = q1, p2 = @2, ..., P9 = g9 (mod 4), adica cele doua

solutii sunt echivalente.
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Odata ce am demonstrat ca solutia este unica, algoritmul de gasire a ei este foarte
simplu: gasim o solutie oarecare, o ordonam crescator si eliminam orice grup de 4 mutari
identice. Pentru a gasi o solutie oarecare, avem nevoie de niste mutari predefinite care sa
miste un singur ceas cu o singura pozitie inainte, fara a afecta celelalte ceasuri. Aceste
mutari vor fi retinute sub forma unui vector cu 9 componente, fiecare componenta in-
dicand de cate ori se efectueaza fiecare din cele 9 tipuri de mutari. Deoarece avem nevoie
de 9 asemenea mutari predefinite, cate una pentru fiecare ceas, rezultatul va fi o matrice
predefinita. De exemplu, pentru a determina secventa de mutari care roteste ceasul C' 1

cu o pozitie, trebuie rezolvat sistemul

P1+ P2+ pa p1+p2+ps+Dps P2 + P3 + Pe 100
P1+ps+ps+pr pr+p3s+ps+pr+py p3tps+pst+p | =10 0 0 (6.3)
D4 + P7 + Ds Ps + pr+Ps+ Do Pe + P + Po 000

lucru care nu este foarte usor, dar se poate duce la bun sfarsit in timp de concurs.
Solutia este p1 = 3,p2 = 3,p3 = 3,p4 = 3,p5 = 3,p6 = 2,p7 = 3,ps = 2,pg = 0, adica
mutarea 1 trebuie efectuata de trei ori, mutarea 2 de trei ori s.a.m.d. Se obtine prima
linie din matricea predefinita, (3,3,3,3,3,2,3,2,0). Mai trebuie rezolvate propriu-zis
sistemele de ecuatii pentru ceasurile C) 5 si Cy o, solutiile celorlalte sisteme decurgand

usor prin simetrie. Solutiile apar in textul sursa.

Odata determinate aceste siruri elementare de mutari, vom lua pe rand fiecare ceas,
vom aplica sirul elementar corespunzator de atatea ori cat e nevoie pentru a-l aduce la
ora 12 si vom aduna modulo 4 toate mutarile facute. Vectorul suma care rezulta este

tocmai solutia noastra.

Pentru exemplul din enunt, folosind constantele din programul sursa, obtinem:

(6.4)

w N =
NN O

si
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1x(3,3,3,3,3,2,3,2,0 3,3,3,3,3,2,3,2,0)+

1x(2,3,2,3,2,3,1,0,1
3,3,3,2,3,3,0,2,3
2,3,1,3,2,0,2,3,1

( ) =
(2 ) = ,3,2,3,2,3,1,0,1
X ( )=
X ( )
x (2,3,2,3,1,3,2,3,2)
X ( )
X ( )=
X ( 2)
X ( )=

( )
(2 )
(0,0,0,0,0,0,0,0,0)
(0,2,2,2,0,0,0,2,2)
(0,2,0,2,2,2,0,2,0)
( )
( )
( )
( )

1,3,2,0,2,3,1,3,2
3,2,0,3,3,2,3,3,3
1,0,1,3,2,3,2,3,

0,2,3,2,3,3,3,3,3

2,2,0,0,0,2,2,2,0
2,0,0,2,2,0,2,2,2

3,0,3,1,2,1,2,1,2
0,0,2,0,2,2,2,2,2

(0,0,0,1,1,0,0,1,1)

Prin urmare solutia simpla a exemplului este: 4 5 8 9.

#include <stdio.h>
typedef int Matrix[9][9];
typedef int Vector[9];
const Matrix A=
{{3,3,3,3,3,2,3,2,0}, // Mutarile care misca ceasul CIl1
{2,3,2,3,2,3,1,0,1}, // .
{3,3,3,2,3,3,0,2,3}, // .
{2,3,1,3,2,0,2,3,1}, // .
{2,3,2,3,1,3,2,3,2}, // .
{1,3,2,0,2,3,1,3,2}, // .
{3,2,0,3,3,2,3,3,3}, // .
{1,0,1,3,2,3,2,3,2}, // .
{0,2,3,2,3,3,3,3,3}}; // Mutarile care misca ceasul C33

void main (void)

{ FILE «F=fopen("input.txt","rt");
Vector v={0,0,0,0,0,0,0,0,0}; // Vectorul suma
int i, 3j,k;

for (i=0;i<=8;i++)
{ fscanf (F,"%d", &k);
for (3=0;3j<=8;j++)
VI31=(VI]jl+(4-k) *A[1][]]) %4;
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fclose (F);

F=fopen ("output.txt","wt");
for (i=0; i<=8; i++)
for (j=1; j<=VI[i]; j++)
fprintf(F, "%d ",i+l);
fclose (F);

6.3 Problema 3

Problema de mai jos este un exemplu de situatie in care cautarea exhaustiva a solutiei
este cea mai buna alegere. Ea a fost propusa spre rezolvare la a VIII-a Olimpiada

Internationala de Informatica, Veszprem, Ungaria 1996.

ENUNT: Vazand succesul cubului sau magic, Rubik a inventat versiunea plana a
jocului, numit ,, patrate magice”. Se foloseste o tabla compusa din 8 patrate de dimensiuni

egale. Cele opt patrate au culori distincte, codificate prin numere de la 1 la 8, ca in figura

urmatoare:

Configuratia tablei se poate reprezenta intr-un vector cu 8 elemente citind cele opt
patrate, incepand din coltul din stanga sus si mergand in sens orar. De exemplu,
configuratia din figura se reprezinta prin vectorul (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8). Aceasta este

configuratia initiala a tablei.

Unei configuratii i se pot aplica trei transformari elementare, identificate prin literele
77A”7 77B” Si 770”:

e A” schimba intre ele cele doua linii ale tablei;

e . B” roteste circular spre dreapta intregul dreptunghi (cu o pozitie);

e . C” roteste in sens orar cele patru patrate centrale (cu o pozitie);

Efectele transformarilor elementare asupra configuratiei initiale sunt reprezentate in

figura de mai jos:
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A B C

Din configuratia initiala se poate ajunge in orice configuratie folosind doar combinatii
de tranformari elementare. Trebuie sa scrieti un program care calculeaza o secventa
de transformari elementare care sa aduca tabla de la configuratia initiala la o anumita

configuratie finala ceruta.

Intrarea: Fisierul INPUT. TXT contine 8 intregi pe aceeasi linie, separati prin spatii,

descriind configuratia finala.

lesirea se va face in fisierul OUTPUT.TXT. Pe prima linie a acestuia se va tipari
lungimea L a secventei de transformari, iar pe fiecare din urmatoarele L linii se va tipari

cate un caracter ,A”,  B” sau ,,C”, corespunzator mutarilor care trebuie efectuate.

Exemplu:

INPUT.TXT OUTPUT.TXT
26845731

W Q Q W o Q W 3

Timp limita pentru un test: 20 secunde.
Timp de implementare: 1h 30min - 1h 45min

Note:

1. La concurs s-au acordat, pentru fiecare test, doua puncte daca se furniza o solutie

si inca doua daca lungimea ei nu depasea 300 de mutari.

2. Concurentilor 1i s-a furnizat un program auxiliar, MTOOL .EXE, cu care se puteau

verifica solutiile furnizate.

REZOLVARE: Si la aceasta problema se intrevad doua abordari, ca si in problema

ceasurilor: una bazata pe mutari predefinite, iar cealalta pe o cautare exhaustiva a
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solutiei. De data aceasta insa, prima este neinspirata. Sa le analizam pe rand pe fie-

care, plecand de la urmatoarele considerente:

e Daca se aplica de doua ori la rand mutarea A, tabla ramane nemodificata;

e Daca se aplica de patru ori consecutiv una din mutarile B sau C, tabla ramane

nemodificata;

e Ordinea In care se efectueaza mutarile conteaza.

Solutia pe care autorul a prezentat-o la concurs avea predefinite mai multe mutari

care schimbau intre ele oricare doua patrate vecine de pe tabla. Mergand din aproape in

aproape, fiecare patrat era adus in pozitia corespunzatoare. Spre exemplu, succesiunea

de mutari predefinite care duceau la configuratia din exemplu este:

3 1 4 7
—» —» —»
8 615 7 1 )
2 4 2 2
—» —» —»
) 815

Aceasta solutie functioneaza instantaneu si este relativ usor de implementat. Ea are

insa defectul ca solutia furnizata este extrem de lunga, ajungand frecvent la 500 de mutari.

Din cele zece teste date, numai trei s-au incadrat in limita de 300 de mutari. Iata mai

jos si sursa Pascal prezentata la concurs, care a castigat numai 26 din cele 40 de puncte

acordate pentru problema:

program Magic;
{$B-,I-,R—,S—}
{ Tabla este 1 2 3 4
A B C D}
const rl12='BCBBB'; { Roteste
r23='C"; {
r34="BBBCB'; {
r14="BBCBB'; {

Roteste
Roteste

Roteste

plBCD=rl12+r23+r34+rl4;

PL234=plBCD+'A'+plBCD+'A";

in
in
in

in

sens

sens

sens

sens

orar

orar

orar

orar

coloanele
coloanele
coloanele

coloanele

12
23
34
41

{ Permuta patratele BCD }

{ Permuta coloanele 234 }

— S S S
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{ SXY schimba intre ele coloanele X si Y }
S14="B"'+PL234;

S12="BBB'+S14+'B’';

S23="BB'+S14+'BB"';

S34="B'+S14+'BBB';
S13=rl12+rl2+r23+r23+rl2+rl2;
S24="B'+S13+'BBB';

{ RevXY schimba intre ele patratele vecine X si Y }
RevC3=plBCD+r23+rl12+r12+r34+r34+'BBB"'+plBCD+'A";
RevD4="'BBB'+RevC3+'B"';

RevB2='B'+RevC3+'BBRB"';

RevAl="BRB'+RevC3+'BRB"';

Rev23='C"'+RevC3+'CCC";
Revl12="'B'+Rev23+'BBB"';
Rev34="'BBB'+Rev23+'B';
Rev14="BR'+Rev23+'BB"';

RevAB='A"'+Rev12+'A";
RevBC='A"+Rev23+'A";
RevCD="A'"4+Rev34+'A";
RevAD='A'+Revl14+'A";

type Matrix=array[l..2,1..4] of Integer;
Vector=array[l..60000] of Char;

var A,B:Matrix;
V:Vector;

N:Integer;

procedure MakeAMatrix;

begin
A[l,1]:=1;
All,2]:=2;
A[l,3]:=3;
All,4]:=4;
A[2,1]:=8;
Al[2,2]:=7;
A[2,3]:=6;
A[2,4]:=5;

end;

procedure ReadBMatrix;
begin
Assign(Input, 'input.txt');
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Reset (Input);
Read(B[1,1]);
Read(B[1,2]);
Read(BI[1, 3]);
Read(BI[1,4]);
Read(B[2,4]);
Read(B[2,3]);
Read(B[2,2]);
Read(B[2,1]);
Close (Input);

end;

procedure AddString(S:String);
{ Adauga o secventa la sirul-solutie }
var i:Integer;
begin
for i:=1 to Length(S) do
begin
Inc(N);
VIN]:=S[1i];
end;

end;

procedure FindElement (K:Integer;var X,Y:Integer);
{ Cauta un element intr-o permutare }
var i, j:Integer;
begin
for i:=1 to 2 do
for j:=1 to 4 do
if A[i, j]1=K then begin

X:=1i;

Y:=3;

Exit;
end;

end;

procedure Switch(var X, Y:Integer);
{ Schimba intre ele doua numere }
var TAux:Integer;
begin

TAux:=X;X:=Y,;Y:=TAux;

end;

procedure Process;

{ Transforma pozitia in pozitia B prin schimbari
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repetate ale elementelor vecine }
var i,j,k,1l,m:Integer;
begin
for j:=1 to 4 do
for i:=1 to 2 do
begin
FindElement (B[i, j1,k,1);
{ Gaseste elementul care trebuie adus
pe pozitia (i,7F) }
if k<>i then begin
{ Il aduce pe linia corecta }
case 1 of
1:AddString (RevAl);
2:AddString (RevB2);
3:AddString (RevC3);
4:AddString (RevD4) ;
end; {case}
Switch(A[k,1],A[i,1]);
k:=i;
end;
for m:=1 downto j+1 do
{ I1 aduce pe coloana corecta }
begin
if k=1
then case m of
2:AddString(Revl2);
3:AddString (Rev23);
4:AddString (Rev34);
end
else case m of
2:AddString (RevAB) ;
3:AddString (RevBC) ;
4:AddString (RevCD) ;
end;
Switch(A[k,m],A[k,m=1]);
end;
end;

end;

procedure Cut (K,D:Integer);
{ Taie din vectorul V D pozitii incepand cu K }
var i:Integer;
begin
for i:=K to N-D do
V[i]:=V[i+D];



6.3. Problema 3 115

Dec (N, D) ;

end;

procedure Reduce;
{ Reduce secventele de mutari identice }
var i:Integer;
begin
i:=1;
repeat
case V[i] of
'"A':if (i<=N-1) and (V[i+1l]='A")
then Cut (i, 2)
else Inc(i);
'B':if (i<=N-3) and (V[i+1l]='B")
and (V[i+2]='B') and (V[i+3]='B")
then Cut (i, 4)
else Inc(i);
'C':if (i<=N-3) and (V[i+1l]='C")
and (V[i+2]='C') and (V[i+3]='C")
then Cut (i, 4)
else Inc(i);
end; {case}
until i=N;

end;

procedure WriteSolution;

var i:Integer;

begin
Assign (Output, "output.txt');
Rewrite (Output) ;
WriteLn (N) ;
for i:=1 to N do WriteLn(V[i]);
Close (Output) ;

end;

begin
N:=0;
MakeAMatrix;
ReadBMatrix;
Process;
Reduce;
WriteSolution;

end.
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Singura solutie pare deci a fi una de tipul Branch and Bound, care nu este tocmai
la indemana. Cu toate acestea, numarul total de configuratii posibile ale tablei este
de numai 8! = 40.320. intr—adevér, fiecare pozitie de pe tabla se reprezinta printr-o
permutare a multimii 1,2,3,4,5,6,7,8. Se poate face deci cu usurinta o cautare exhaustiva
a solutiei. Aceasta simplifica mult structurile de date folosite (implementarea Branch and
Bound foloseste structuri destul de incalcite). In plus, practica arata ca se poate ajunge

in orice configuratie in mai putin de 25 de mutari.

Algoritmul de cautare este cunoscut sub numele de algoritmul lui Lee si are la baza
urmatoarea idee: Se porneste cu configuratia initiala, care este depusa intr-o coada. La
fiecare pas se extrage prima configuratie disponibila din coada, se efectueaza pe rand
fiecare din cele trei mutari si se obtin trei succesori. Acestia sunt adaugati la sfarsitul
cozii, daca nu exista deja in coada. Acest pas se numeste expandare. Expandarea

continua pana cand elementul selectat spre expandare este tocmai configuratia finala.

Figura urmatoare indica modul de expandare a cozii, cu mentiunea ca printr-o succe-

siune de litere ne-am referit la configuratia care se obtine efectudnd mutarile respective:

Configuratii expandate Coada de configuratii neexpandate

Pasul 0:

Pasul 1:

Pasil 2

Pasul 3: [c+{aB{AckH{BB}+{BC]

Pasul 4: [AB]+[AC]+{BB+{BC [+ cal-[cB]+{CC]

Se observa ca, la pasul 2, in coada au fost adaugate doar configuratiile ,AB” si
»AC”, iar configuratia ,AA” nu, deoarece prin efectuarea de doua ori a mutarii ,, A”
se revine la configuratia initiala, care a fost deja expandata. De asemenea, la pasul 3,
dupa expandarea configuratiei ,B” au fost adaugate in coada numai configuratiile ,, BB”
si ,BC”, deoarece configuratia ,BA” este echivalenta cu configuratia ,AB”, aflata deja

in lista.
Pseudocodul algoritmului este:

1: citeste datele de intrare
2: initializeaza coada cu configuratia initiala

3: cat timp primul element al cozii nu este configuratia finala executa
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expandeaza primul element al cozii

pentru ¢ = A, B, C executa

4
5
6: daca succesorul ¢ nu a fost deja pus in coada atunci
7 adauga succesorul 7 in coada

8 sfarsit daca

9:  sfarsit pentru

10:  sterge primul element al cozii

11: sfarsit cat timp

12: reconstituie sirul de mutari

Algoritmul de mai sus garanteaza si gasirea solutiei optime (in numar minim de
mutari). Raman de lamurit doua lucruri: (1) Cum ne dam seama daca o configuratie

exista deja in coada si (2) cum se face reconstituirea solutiei.

Pentru a afla daca o configuratie mai exista in lista, cea mai simpla metoda ar fi o
cautare secventiala a listei. Totusi, aceasta versiune ar fi extrem de lenta, deoarece coada
atinge rapid dimensiuni respectabile (de ordinul miilor de elemente). In plus, un element
al listei ar retine configuratia propriu-zisa (un vector cu opt elemente), ceea ce ar duce la
un consum ridicat de memorie. Testul de egalitate a doi vectori ar fi si el costisitor din

punct de vedere al timpului.

Exista insa o alta metoda mai simpla. Am demonstrat ca numarul de configuratii
posibile ale tablei este 8! = 40.320. Daca am putea gasi o functie bijectiva H : Pg —
{0,1,...,40.319}, unde Pg este multimea permutarilor de 8 elemente, atunci ar fi su-
ficient un vector caracteristic cu 40.320 elemente. De indata ce introducem in coada o
noua configuratie K, nu avem decat sa bifam elementul corespunzator din vectorul ca-
racteristic. Inainte de a adauga o configuratie in coada, testam daca nu cumva elementul

corespunzator ei a fost deja bifat, semn ca nodul a mai fost vizitat.

Cum se construieste functia H? Pentru orice permutare p € Pg, H(p) este pozitia lui

p in ordonarea lexicografica a lui Pg (incepand de la 0):
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H(1,2,3,4,5,6,7,8) =0
H(1,2,3,4,5,6,8,7) = 1
H(1,2,3,4,5,7,6,8) = 2

H(8,7,6,5,4,3,1,2) = 40.318
H(8,7,6,5,4,3,2,1) = 40.319

Se observa ca primele 7! = 5.040 elemente din ordonare au pe prima pozitie un 1,
urmatoarele 5.040 au pe prima pozitie un 2 etc. De asemenea, dintre elementele care au
pe prima pozitie un 1, primele 6! = 720 au pe a doua pozitie un 2, urmatoarele 720 au

pe a doua pozitie un 3 etc.

Sa calculam de exemplu H(2,6,8,4,5,7,3,1). Prima cifra a permutarii este 2, deci se
adauga 7! = 5.040. Raman cifrele 1, 3, 4, 5, 6, 7 si 8. A doua cifra a permutarii este 6,
a cincea ca valoare dintre cifrele ramase, deci se adauga 4 x 6! = 2.880. Raman cifrele 1,

3,4, 5, 7si8 etc. Se aplica procedeul pana la ultima cifra si rezulta:

Cifre ramase Permutarea | Valoarea adaugata
1,2,3,4,5,6, 7,82 1 x 7' =5.040
1,3,4,5,6,7,8 6 4 x 6! = 2.880
1,3,4,5,7,8 8 5 x 5! =600
1,3,4,5,7 4 2 x 41 =48
1,3,5,7 5 2x3l=12
1,3, 7 7 2x21=4
1,3 3 Ix1l=1
1 1 0x0'=0

H(p) = 8.585

Reciproc se construieste permutarea cand i se cunoaste valoarea atasata:
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Cifre nefolosite H(p) Cifra selectata

1,2,3,4,5,6,7,8 | 8585 | 8.585div7l=1] 2 8.585 mod 7! = 3.545
1,3,4,5,6,7,8 3.545 | 3.545dive! =4 | 6 3.545 mod 6! = 665
1,3,4,5,7,8 665 665 div 5! =5 8 665 mod 5! = 65
1,3,4,5,7 65 | 65divdl=2 |4 65 mod 4! = 17
1,3,5, 7 17 | 17div3'=2 |5 17 mod 3! = 5
1,3,7 5 5 div 2! = 2 7 5mod 2! = 1

1,3 1 ldivll=1 3 lmod1!'=0

1 0 0div0ol=0 1

Rezulta p = (2,6,8,4,5,7,3,1).

Aceasta metoda de cautare are si avantajul ca in lista se va tine un singur numar pe

doi octeti, facandu-se economie de memorie. Expandarea unui nod consta din trei pasi:

1. Se extrage primul numar din lista si se reconstituie configuratia atasata;

2. Se fac cele trei mutari, obtinandu-se trei succesori;

3. Pentru fiecare succesor se calculeaza functia H si daca configuratia nu este gasita

in lista, este adaugata.

Pentru a face reconstituirea solutiei avem nevoie de date suplimentare. Respectiv,

vectorul caracteristic atasat permutarilor nu va mai retine doar daca o pozitie a fost

,vazuta” sau nu, ci si pozitia din care ea provine (prin valoarea functiei H). Trebuie

de asemenea retinut tipul mutarii (A, B sau C) prin care s-a ajuns in acea configuratie.

Cei doi vectori se numesc Father si MoveKind. Initial, toate elementele vectorului

Father au eticheta ,,Unknown”, semnificand ca nodurile nu au fost inca vizitate, cu

(radacina).

Pseudocodul pentru expandarea unui nod arata cam asa:

1: K < primul numar din coada

P+ HY(K)

afla cei trei succesori Q 4, @B, Qc
pentru ¢ = A, B, C executa
daca Father[H(Q;)] = Unknown atunci
Father[H(Q,)] + K
MoveKind[H(Q;)] + i
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8: adauga H(Q;) in coada
9: sfarsit daca
10: sfarsit pentru

11: sterge K din coada

Reconstituirea solutiei se face recursiv: se porneste de la configuratia finala si se

merge inapoi (folosind informatia din vectorul Father) pana la configuratia initiala,

masurandu-se astfel numarul de mutari. La revenire se tiparesc toate mutarile efectuate

(folosind informatia din vectorul MoveKind).

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#define Unknown OxFFFF
#define Root OxFFFE

typedef huge unsigned Vector[40320];

typedef char CharVector[40320];

typedef int Perm[8];

typedef struct list { unsigned X; struct list * Next;

Perm StartPerm={1,2,3,4,5,6,7,8}, EndPerm;
const Perm Moves[3]=

{{7,6,5,4,3,2,1,0},

{3,0,1,2,5,6,7,4},

{0,6,1,3,4,2,5,7}};
/* Cele trei tipuri de mutari =*/
Vector Father; /# Legaturile de tip tata =/
CharVector MoveKind;

unsigned StartValue,EndValue;

} List;

/% Valorile atasate configuratiilor initiala si finala */

List *Head, *Tail; /* Coada de expandat */

/*++4 Bijectia care asociaza un numar unei permutari

unsigned Perm2Int (Perm P)
{ int i, J,k,Fact=5040;

unsigned Sum=0;

for (i=0;i<=6;1i++)
{ k=P[i]-1;
for (j=0; j<i; j++)
if (P[J1<PIi]) k——;
Sum+=k*Fact;

*k %k
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Fact/=(7-1);
}

return Sum;

void Int2Perm(unsigned Sum, Perm P)
{ int i, j,k,Order,Fact=5040;
Perm Used={0,0,0,0,0,0,0,0};

for (i=0;i<=7;i++)
{ Order=Sum/Fact;
j=-1;
for (k=0;k<=0rder;k++)
do j++; while (Used[]jl);

Used[7]=1;

P[i]=3+1;

Sum%$=Fact;

if (i!'=7) Fact/=(7-1i);

/*+x% Lucrul cu liste x#x*x*/

void InitList (void)

{
Head=Tail=malloc (sizeof (List));
Tail->X=StartValue;
Tail->Next=NULL;

void AddToTail (unsigned K)
{
Tail->Next=malloc (sizeof (List));
Tail=Tail->Next;
Tail->X=K;
Tail->Next=NULL;

void Behead(void)
/* Sterge capul listei #*/
{ List *LCor=Head;

Head=Head->Next;
free(LCor);
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/*%%+ Cautarea propriu—-zisa *+*++/

void MakeMove (Perm P,Perm Q,int Kind)
/% Kind = 0, 1 sau 2 */
{ int 1i;
for (i=0;i<=7;i++)
Q[i]1=P[Moves[Kind] [i]];

void Expand(void)
{ List =*LCor;
Perm P1,P2;

unsigned 1i,XSon,Done;

InitList();
do {
Int2Perm(Head->X,P1);
for (i=0; i<=2; i++)
{ MakeMove (P1,P2,1);
XSon=Perm2Int (P2);
if (Father[XSon]==Unknown)
{ Father[XSon]=Head—->X;
MoveKind[XSon]=i+65;
AddToTail (XSon);

}
Done= (Head—>X==EndValue) ;
Behead(); }

while (!Done);

/* Intrarea si lesirea */

void InitData (void)
{ FILE *F=fopen("input.txt","rt");

unsigned 1i;

for (i=0;i<=7;i++) fscanf(F,"%d",&EndPerm[i]);
fclose (F);

StartValue=Perm2Int (StartPerm);
EndValue=Perm2Int (EndPerm) ;

for (i=0;i1<40320;) Father[i++]=Unknown;
Father[StartValue]=Root;
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void WriteMove (FILE *F,unsigned K,int Len)

{
if (K!=StartValue)
{ WriteMove (F,Father[K], Len+1l);
fprintf (F, "$c\n",MoveKind[K]) ;
}
else fprintf(F,"%d\n",Len);
}

void Restore (void)

{ FILE «F=fopen("output.txt","wt");

WriteMove (F,EndvValue, 0);
fclose (F);

void main (void)

{
InitData();

Expand() ;

Restore();

6.4 Problema 4

Continuam cu o problema care a fost de asemenea data spre rezolvare la a VIII-a Olim-
piada Internationala de Informatica, Veszprem 1996. Problema in sine nu a fost foarte
grea si multi elevi au luat punctaj maxim. Totusi, enuntul permite unele modificari

interesante care practic schimba cu totul problema.

ENUNT: Sa consideram urmatorul joc de doua persoane. Tabla de joc consta intr-o
secventa de intregi pozitivi. Cei doi jucatori muta pe rand. Mutarea fiecarui jucator
consta in alegerea unui numar de la unul din cele doua capete ale secventei. Numarul
ales este sters de pe tabla. Jocul se termina cand toate numerele au fost selectate. Primul
jucator castiga daca suma numerelor alese de el este mai mare sau egala cu cea a numerelor

alese de cel de-al doilea jucator. In caz contrar, castiga al doilea jucator.

Daca tabla contine initial un numar par de elemente, atunci primul jucator are o
strategie de castig. Trebuie sa scrieti un program care implementeaza strategia cu care

primul jucator castiga jocul. Raspunsurile celui de-al doilea jucator sunt date de un
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program rezident. Cei doi jucatori comunica prin trei proceduri ale modulului Play
care v-a fost pus la dispozitie. Procedurile sunt StartGame, MyMove si YourMove.
Primul jucator incepe jocul apeland procedura fara parametri StartGame. Daca alege
numarul de la capatul din stanga, el va apela procedura MyMove (’ L’ ). Analog, apelul
de procedura MyMove ('R’ ) trimite un mesaj celui de-al doilea jucator prin care il
informeaza ca a ales numarul de la capatul din dreapta. Cel de-al doilea jucator, deci
computerul, muta imediat, iar primul jucator poate afla mutarea acestuia executand
procedura YourMove (C), unde C este o variabila de tip Char (in C/C++ apelul este
YourMove (&C) ). Valoarea lui C este 'L’ sau ’'R’, dupa cum numarul ales este de la

capatul din stanga sau din dreapta.

Intrarea: Prima linie din fisierul INPUT.TXT contine dimensiunea initiala N a ta-
blei. N este par si 2 < N < 100. Urmatoarele N linii contin fiecare cate un numar,

reprezentand continutul tablei de la stanga la dreapta. Fiecare numar este cel mult 200.

Iesirea: Cand jocul se termina, programul trebuie sa scrie rezultatul final in fisierul
text OUTPUT.TXT. Fisierul contine doua numere pe prima linie, reprezentand suma
numerelor alese de primul, respectiv de cel de-al doilea jucator. Programul trebuie sa

joace un joc corect si iesirea trebuie sa corespunda jocului jucat.

Exemplu:

INPUT.TXT | OUTPUT.TXT
15 14

N oo NDOd D O

Timp limita de executie: 20 secunde pentru un test.

Acesta a fost enuntul original, la care va trebui sa facem cateva modificari, in parte
deoarece nu putem folosi modulul P1ay, in parte pentru a face problema mai restrictiva:
e Mutarile vor fi anuntate pe ecran prin tiparirea unui caracter ' L’ sau 'R’ ;

e Mutarile celui de-al doilea jucator vor fi comunicate de un partener uman, prin

introducerea de la tastatura a unui caracter ' L’ sau 'R’ ;

e Rezultatul final se va tipari pe ecran, sub aceeasi forma (pereche de numere).
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e Timpul de gandire pentru fiecare mutare trebuie sa fie cat mai mic (practic

raspunsul sa fie instantaneu);
e Complexitatea totala a calculelor efectuate sa fie O(N).

e Timpul de implementare a fost cam de 1h 40 min. Propunem reducerea lui la

30 minute.

REZOLVARE: Este usor de demonstrat ca o rezolvare ,greedy” a problemei (la
fiecare mutare jucatorul 1 alege numarul mai mare) nu atrage intotdeauna castigul. lata

un contraexemplu:

La prima mutare, jucatorul 1 poate sa aleaga fie numarul 7, fie numarul 2. Daca se
va ,lacomi” la 7, jucatorul 2 va lua numarul 10 si inevitabil va castiga. Solutia pentru
primul jucator este sa ia numarul 2, apoi, indiferent de ce va juca partenerul sau, va

putea lua numarul 10 si va castiga.

lata o solutie izbitor de simpla de complexitate O(NN): La citirea datelor se face suma
elementelor aflate pe pozitii pare si a celor aflate pe pozitii impare. Sa presupunem ca
suma elementelor de ordin par este mai mare sau egala cu cea a elementelor de ordin
impar (cazul invers se trateaza analog). Atunci, daca primul jucator ar putea sa aleaga
toate elementele de ordin par (care sunt intr-adevar N/2, adica atatea cate are el dreptul
sa aleagd), ar castiga jocul. Jucatorul 1 poate incepe jocul prin a lua primul sau ultimul
element din secventa, deci il va alege pe ultimul, care are numar de ordine par. Al doilea
jucator are de ales intre primul si al N — 1-lea element, ambele avand numar de ordine
impar. Indiferent ce varianta o va adopta, primul jucator va avea din nou acces la un
element de pe o pozitie para. Daca jucatorul 2 alege elementul din stanga (primul),
atunci jucatorul 1 va putea lua elementul de dupa el (al doilea), iar daca jucatorul 2
alege elementul din dreapta (al N — 1-lea), atunci jucatorul 1 va putea lua elementul
dinaintea el (al N — 2-lea). Deci primul jucator nu are altceva de facut decat sa repete
mutarile facute de cel de-al doilea. Sa privim de exemplu desfasurarea jocului pe tabla

data in enunt:
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Jucatorul 1 1 3 4 5 6 Jucatorul 2

2
o MEEEER
. WEEEE
. WEEE ;
v WA ;
11 2 9
18 9
18 11

T+9+2>442+5

Programul in sine nici nu are nevoie sa mai retina vectorul de numere in memorie,
din moment ce primul jucator nu are altceva de facut decat sa imite mutarile celui de-al
doilea. Un calcul al sumelor la citirea datelor este suficient. Complexitatea O(N) este
optima, deoarece vectorul trebuie parcurs cel putin o data pentru citirea configuratiei

initiale a tablei.

#include <stdio.h>

void main (void)
{ FILE *F=fopen("input.txt","rt");
int SEven, SO0dd,N, i, K;

fscanf (F, "$d\n", &N) ;
for (i=1, SEven=350dd=0; i<=N; i++)
{ fscanf(F, "%d\n", &K);
if (i&l) SOdd+=K;
else SEven+=K;

}
fclose (F);

printf ("Mutarea mea: %c\n", SEven>=S0Odd ? 'R' : 'L');
for (i=1; 1i<N/2; i++)
{ printf("Mutarea dvs. (L/R) 2 ");
printf("Mutarea mea: %c\n", getchar());
getchar(); /# Caracterul newline */

}
printf ("Mutarea dvs. (L/R) 2 ");
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getchar();

if (SEven>=S0dd)
printf("%d %d\n", SEven, S0dd);
else printf("%d %d\n", S0dd, SEven);

O a doua varianta a enuntului aduce unele conditii suplimentare:

e Se cere sa se tipareasca numai diferenta maxima de scor pe care o poate obtine

primul jucator, considerand ca ambii parteneri joaca perfect;
e Complexitatea ceruta este O(N?).

e Timpul de implementare este de 45 minute, maxim 1h.

REZOLVARE: Trebuie mai intai sa lamurim ce se intelege prin ,joc perfect”.
Jucatorul 1 are intotdeauna victoria la indemana (metoda este aratatd mai sus), dar
nu la orice scor. Jucatorul 2 urmareste sa minimizeze diferenta de scor. Fie D diferenta
de scor cu care se termina un joc. D poate lua diferite valori pentru aceeasi configuratie
initiala a tablei, in functie de mutarile facute de cei doi jucatori. Fie Dp;ax diferenta
maxima de scor pe care o poate obtine primul jucator indiferent de mutarile celui de-al
doilea. Exact aceasta valoare trebuie aflata. Dj;4x nu este propriu-zis o diferenta ma-
xima. Jucatorul 1 poate sa castige si la diferente mai mari decat Dy;4x, dar trebuie ca

jucatorul 2 sa-1 ,,ajute”. Sa reluam exemplul cu 4 numere:

In acest caz, primul jucator are asigurat scorul 12-8 (deci diferenta 4). Pentru aceasta,
el incepe prin a lua numarul 2, apoi, orice ar replica celalalt, va lua numarul 10, jucatorului
2 revenindu-i asadar numerele 1 si 7. El poate obtine si scorul 17-3 (jucatorul 1 ia numéarul
7, celalalt ia 2, jucatorul 1 ia 10, iar celalalt ia 1), dar aceasta se intampla numai daca
jucatorul 2 face o greseala. Dupa cum am aratat mai sus, daca primul jucator incepe

luand numarul 7, el pierde in mod normal partida. Iata deci ca in acest caz Dy ax = 4.

Pentru a putea afla diferenta maxima de scor, este bine sa privim mereu in adancime.

Exista patru variante in care ambii parteneri pot face cate o mutare:

1. Ambii jucatori aleg numere din partea stangs;
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2. Ambii aleg numere din partea dreapta;
3. Primul jucator alege numarul din stanga, iar celalalt pe cel din dreapta;

4. Primul jucator alege numarul din dreapta, iar celalalt pe cel din stanga;

In urma oricdrei variante de mutare, secventa se scurteaza cu doua elemente. Daca am
putea cunoaste dinainte care este rezultatul jocului pentru fiecare din secventele scurte,
am putea sa decidem care varianta de joc este cea mai convenabila pentru secventa
initiala, tinand cont si de modul de joc al jucatorului al doilea. Tocmai de aici vine
si ideea de rezolvare. Sa notam cu A[l], A[2], ..., A[N] secventa citita la intrare. Vom
construi o matrice D cu N linii si N coloane, unde DJi, j| este diferenta maxima pe
care o poate obtine jucatorul 1 pentru secventa A[i], Afi + 1],..., A[j]. Bineinteles, sunt
luate in considerare numai secventele de lungime para. Scopul nostru este sa-l1 aflam pe
DI1, N].

Elementele matricei pe care le putem afla fara multa bataie de cap sunt D[1, 2], D[2, 3],
.., D[N — 1, N|. intr—adevéir, dintr-o secventa de numai doua numere, primului jucator

ii revine cel mai mare, iar celui de-al doilea - cel mai mic. Asadar

Dli,i+1] = |A[i] — A[i + 1| (6.5)

Cum calculam DJi, j] daca cunoastem valorile matricei D pentru toate subsecventele

incluse in secventa A[i], A[i + 1], ..., A[j]? Dupa cum am mai spus, avem patru variante:

Elementul selectat  Elementul selectat ~ Rezultatul pentru Rezultatul final

de primul jucator de al doilea jucator secventa ramasa

Al i: Ali+1] ———p» D[i+2,j] —— Ry = D[i+ 2,j] + A[i] — Ali + 1]

Alj] ———— > D[i+1,j— 1] —® Ry =D[i+ 1,5 — 1] + A[i] — A[j]
[i » D
Alj—1]—» D

~

i+1,j—1 — Ry=D[i+ 1,5 — 1] + A[j] — A[f]

[
[i,j = 2] —— Ry =D[i,j — 2]+ A[j] — A[j — 1]

2
V/V

Trebuie sa tinem minte ca, daca primul jucator opteaza sa-1 aleaga pe A[i] (una din
primele doua variante), atunci jucatorul 2 va juca in asa fel incat pierderea sa fie minima,
iar scorul final va fi min(R;, Re). Daca jucatorul 1 alege varianta 3 sau 4, scorul final
va fi min(R3, Ry4). Dar jucatorul 1 este primul la mutare, deci va alege varianta care 1i

maximizeaza profitul. Rezultatul este

Dli, j] = max(min(Ry, Ry), min(Rs, Ry)) (6.6)
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adica

Dli, j] = max(A[i] + min(D[i + 2, j] — A[i + 1), D[i + 1,5 — 1] — A[j]),
Al + min(D[i + 1,5 — 1] = A[i], Dli, j — 2] = Aj = 1]))

129

(6.7)

Matricea D se completeaza pe diagonala, pornind de la diagonala principala si

mergand pana in coltul de N-E. Tata cum arata matricea atasata datelor de intrare din

enunt:

S ) ) w
PP ) O

-

I
P ) e
P

X

R X O
oW o R g

X

(6.8)

Pentru exemplul din enunt, raspunsul este deci Dy;ax = 7. Cum elementele matricei

sunt parcurse cel mult o dati, rezulta o complexitate de O(N?).

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#define NMax 101

int D[NMax] [NMax], A[NMax], N;

void ReadData (void)
{ FILE «F=fopen("input.txt","rt");

int i;

fscanf (F, "$d\n", &N) ;
for (i=1; i<=Nj;)

fscanf(F, "$d\n", &A[i++]);
fclose (F);

int Min(int A, int B)
{

return A<B ? A : Bj;
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int Max(int A, int B)
{

return A>B ? A : B;

void FindMax (void)

{ int 1, 3,k;

for (i=1;i<N;i++)
D[i][i+1]=abs(A[1]-A[i+1]);
for (k=3;k<=N-1;k++)
for (i=1;i+k<=N;i++)
{ j=i+k;
D[i][j]=Max(A[i]+Min(D[i+2] [J]1-A[i+1],
D[i+1][j-11-A[]]),
A[F]4+Min(D[i+1][3-1]1-A[1i],
D[i]1[3-21-A[3-11));
}
printf("Diferenta maxima este $d\n",D[1][N]);

void main (void)

{
ReadData();

FindMax () ;

Programul prezentat mai sus poate fi optimizat, daca timpul o permite si daca acest
lucru este necesar. Lasam cititorul sa incerce sa rezolve aceeasi problema folosind o

cantitatate de memorie direct proportionala cu N.

6.5 Problema 5

Aceasta problema a fost propusa la Olimpiada Nationala de Informatica, Slatina 1995,
la clasa a XI-a. Pe atunci programarea dinamica era o tehnica de programare destul de

putin cunoscuta de catre majoritatea elevilor.

ENUNT: O regiune desertica este reprezentata printr-un tablou de dimensiuni M x N
(1 <M <100,1< N <100). Elementele tabloului sunt numere naturale mai mici ca

255, reprezentand diferentele de altitudine fata de nivelul marii (cota 0). Sa se stabileasca:
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a) Un traseu pentru a traversa desertul de la nord la sud (de la linia 1 la linia M),
astfel:

e Se porneste dintr-un punct al liniei 1;
e Deplasarea se poate face in una din directiile: E, SE, S, SV, V;

e Suma diferentelor de nivel (la urcare si la coborare) trebuie sa fie minima.

b) Un traseu pentru a traversa desertul de la nord la sud in conditiile punctului (a),

la care se adauga conditia:
e Lungimea traseului sa fie minima.

Intrarea: Fisierul de intrare INPUT . TXT contine un singur set de date cu urmatoarea

structura:
linia 1: M N
liniile 2... M + 1: elementele tabloului (pe linii) separate prin spatii

Iesirea: Fiserul de iesire OUTPUT . TXT va contine rezultatele in urmatorul format:

(a)

<suma diferentelor de nivel>

TRASEU: (i_1, j_1)->(i_2, j_2)->...->(i_k, Jj_k)
(b)

<suma diferentelor de nivel> <lungime traseu>

TRASEU: (i_1, 3_1)->(i_2, 3.2)->...->(i_p, F_p)

unde i, si j, sunt linia si coloana fiecarei celule vizitate.

Exemplu:

INPUT. TXT | OUTPUT. TXT
4 4 (a)
10 7 2 5 5

13 20 25 3 | TRASEU: (1,3)->(2,4)->(3,3)-—>(3,2)->(4,1)
2 4 2 20 (b)
510 9 11 9 3

TRASEU: (1,3)->(2,4)->(3,3)->(4,2)

Acesta a fost enuntul original. Tata acum completarile propuse si o precizare impor-

tanta:
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e Timpul de implementare: 45 minute - 1h (la concurs a fost cam 1h 30 min);
e Timpul de rulare: 2-3 secunde;
e Complexitatea cerutd: O(N?);

e La punctul (b), conditia nou adaugata este mai puternica decat cea de la punctul
(a). Cu alte cuvinte, in primul rand conteaza lungimea drumului si abia apoi, dintre
toate drumurile de lungime minima, trebuie ales cel pentru care suma denivelarilor
este minima. Pentru a va convinge ca ordinea in care sunt impuse conditiile este
importanta, sa privim exemplul de mai sus. Daca este mai importanta minimizarea
sumei denivelarilor, atunci minimul este 5, iar drumul este solutia de la punctul (a).
Daca este mai importanta minimizarea lungimii drumului, atunci lungimea minima
este 3, iar din toate drumurile de lungime 3, cel mai putin costisitor este cel indicat

la punctul (b).

REZOLVARE: Vom lasa punctul (b) al acestei probleme in seama cititorului,
intrucat el nu este altceva decat o simplificare a punctului (a). S& ne ocupam acum
de punctul (a). Vom numi efort diferenta de altitudine (in modul) la deplasarea cu un
pas. Scopul este deci gasirea unor drumuri de efort total minim. Matricea de altitudini

o vom nota cu Alt.

O prima posibilitate de abordare a problemei este ,,greedy”, dar aceasta nu e cea mai
fericiti alegere, chiar dacd este una comodi. Ideea de bazd este urmétoarea: Incercim
sa pornim din coltul de NV si sa ne deplasam la fiecare pas pe acea directie pentru care
efortul este minim, pana ajungem la ultima linie. Apoi pornim din a doua coloana a
primei linii si aplicam aceeasi tactica, apoi din a treia coloana si asa mai departe pana la
coltul de NE. In final tiparim solutia cea mai buna gasita. lata insa un exemplu pe care

aceasta metoda da gres:

2 1 2
Alt=[10 1 10 (6.9)
10 10 10

Pe aceasta matrice, algoritmul greedy va gasi traseele (1,1) — (2,2) — (3,2) de efort
total 10, (1,2) — (2,2) — (3,2) de efort total 9 si (3,1) — (2,2) — (3,2) de efort total
10. Asadar, rezultatul optim ar fi 9, ceea ce este fals deoarece alegerea traseului (1,1) —

(2,1) — (3,1) ar duce la un efort total de 8, deci mai mic.
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Motivul pentru care acest algoritm nu functioneaza cum trebuie este ca el nu priveste
in perspectiva. In cazul de mai sus, coborarea in ,vaile” de altitudine 1 era o prima
mutare tentanta, dar fara nici un rezultat, deoarece pana la urma tot era necesara suirea
la altitudinea 10. Solutia corecta este ca, pentru a afla efortul minim cu care se poate
ajunge la o locatie oarecare, sa analizam toate drumurile care duc la acea locatie. Daca
am cunoaste efortul minim cu care se poate ajunge la fiecare din vecinii din E; NE, N|
NV, si V ai unei celule, atunci putem cu usurinta, pe baza unor comparatii, sa deducem

din ce parte este cel mai avantajos sa venim in respectiva celula si cu ce efort minim.

Mai concret, vom construi o matrice cu aceleasi dimensiuni ca si matricea Alt, pe
care o vom denumi Eff. In aceasti matrice, Eff|i,j] reprezinta efortul minim necesar
pentru a ajunge de pe un punct oarecare de pe linia 1 in celula (i,7). Deducem ca
Eff[1,7] = 0,¥1 < j7 < N. Noi trebuie sa completam matricea Eff, apoi sa cautam
minimul dintre toate elementele de pe linia M (care este chiar efortul minim cautat) si

sa reconstituim traseul de urmat.

Ca sa vedem cum anume se face completarea matricei, facem mai intai observatia ca,
odata ce am ajuns pe o linie, putem fie sa coboram direct pe linia imediat inferioara, fie
sa ne deplasam cativa pasi numai spre stanga sau numai spre dreapta, apoi sa coboram
pe linia urmitoare. In orice locatie (X,Y’) a matricei putem veni dinspre E; NE, N, NV,
sau V. Pentru acesti cinci vecini presupunem deja calculate eforturile minime necesare,
respectiv Eff [ X, Y + 1], Eff[ X —1L,Y + 1], Eff [ X — L,Y], Eff[X — 1,Y — 1], Eff[X, Y —1].

Atunci, in functie de directia din care venim, efortul depus pana la punctul (X,Y) va fi:

dinspre est: Eff [ X,Y + 1] + |Alt[X,Y + 1] — Alt[X, Y]] (1)
dinspre nord-est:  Eff[X — 1,Y + 1] + |Alt[{X — 1,Y + 1] — Alt[X,Y]| (2)
dinspre nord: Eff[ X —1Y]+ |Alt{X — 1,Y] — Alt[X, Y]] (3)
BF[X — LY — 1]+ |Al[X — 1,Y — 1] — Al[X,Y]| (4)
Eff| (5)

XY — 1] + |AI[X,Y — 1] — Alt[X, Y]] 5

dinspre nord-vest:

dinspre vest:

In principiu, nu avem decat sa calculam minimul dintre aceste expresii ca sa aflam
valoarea lui Eff[X,Y]. In felul acesta, matricea Fff se va completa pe linie, de sus in
jos. Totusi, apare o problema: pentru a-1 afla pe Eff [ X, Y] avem nevoie de Eff[X,Y — 1]
(daca ne deplasam spre est), iar pentru a-1 afla pe Eff[X,Y — 1] avem nevoie de Eff [ X, Y]
(daca ne deplasam spre vest)! Bineinteles, avem sentimentul c& ne invartim dupa propria
coada. Totusi, dezlegarea nu e complicata, tinand cont de observatia facuta mai sus, ca
pe aceeasi linie deplasarea se face intr-o singura directie. Este suficient sa parcurgem
fiecare linie de doua ori: prima oara o parcurgem de la stanga la dreapta, in ipoteza ca

deplasarea pe linia respectiva se face spre est, apoi inca o data de la dreapta la stanga,
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in ipoteza ca deplasarea pe linia respectiva se face spre vest. La prima parcurgere, vom
minimiza efortul pentru fiecare casuta cu expresia (5), iar la a doua - cu expresia (1).
Minimizarea cu expresiile (2), (3) si (4) se poate face la oricare din parcurgeri, deoarece

elementele liniei superioare nu se mai modifica.

Dupa cum am spus, efortul minim se obtine cautand minimul de pe ultima linie a
matricei Eff (aceasta deoarece nu conteaza in ce punct de pe ultima linie este sosirea).
Punctul in care se atinge acest minim este tocmai punctul de sosire. Reconstituirea
efectiva a drumului se face in sens invers: se pleaca din punctul de sosire (i, jx) si se

cauta un punct vecin lui pe una din cele cinci directii permise, (ix_1,jx—1) astfel incat

Eff lik, ju] = Eff lin—1, ju—] + [Alt[ig, ji] — Alt[in-1, jo—1]] (6.10)

Cu alte cuvinte, se testeaza pentru care din expresiile (1) - (5) se verifica egalitatea.

Se reia, recursiv, acelasi procedeu pentru locatia (ix_1, jx—1).

[ata cum se completeaza matricea Eff pentru exemplul dat si cum se reconstituie

drumul:
10 7 2 5
13 20 25 3
Alt = (6.11)
2 4 2 20
5 10 9 11
0 0 0 O
3 10 15 1
Eff = 6.12
4 6 4 2 18 ( )
5 10 9 11
Minimul de pe linia a 4-a a matricei Eff este Eff[4,1] = 5, deci sosirea se face in

coltul de SV. Din ce parte am ajuns aici? Se testeaza toti vecinii si se constata ca
Eff[4,1] = Eff[3,2] + |Alt[4,1] — Alt[3,2]|, deci s-a venit de la locatia (3,2). Apoi se

constata ca:

Eff[3,2] = Eff[3,3] + |Alt[3,2] — Alt[3, 3]
Eff[3,3] = Eff[2,4] + |Alt[3,3] — Ait[2, 4]| (6.13)
Eff[2,4] = Eff[1,3] + |Alt[2,4] — Alt[1,3)|
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Din aceste relatii rezulta ca traseul urmat este (1,3) — (2,4) — (3,3) — (3,2) —
(4,1).

Pentru o mai mare usurinta a implementarii, se vor adauga doua coloane fictive la
matricea Alt: coloanele 0 si N + 1. Facem acest lucru pentru a ne putea referi la celula
(X,Y —1) atunci cand (X, Y") este o celula din prima coloana (respectiv la celula (X, Y +1)
atunci cand (X,Y") este o celula de pe ultima coloana) fara a primi un mesaj de eroare.
Trebuie insa sa fim atenti ca nu cumva noile coloane adaugate sa perturbe datele de
iesire si sa rezulte ca traseul optim trece prin coloana 0 sau N + 1. Pentru a scapa de
grija celulelor de pe aceste doua coloane si a ne asigura ca ele nu vor putea fi selectate
pentru traseul optim, le vom atribui altitudini foarte mari. Deoarece diferenta maxima
de nivel la fiecare pas este 255, rezulta ca efortul total maxim ce se poate obtine este
255 x 99 = 25.245. Asadar, o altitudine a coloanelor laterale de 30.000 este suficienta.

#include <stdio.h>

#include <math.h>

#define NMax 101

#define Infinity 30000

typedef int Matrix[NMax] [NMax+1];

Matrix Alt, Eff;
int M, N;
FILE =OutF;

void ReadData (void)
{ FILE *F=fopen("input.txt", "rt");

int i, 3j;

fscanf (F, "%d %d\n", &M, &N);
for (i=1; i<=M; i++)
for (j=1; J<=N; Jj++)
fscanf(F, "%d", &Alt[i]1[]]1);
fclose (F);

void Optimize(int X1, int Y1, int X2, int Y2)
/* Testeaza daca in (X1,Y1) se poate ajunge

cu efort mai mic dinspre (X2,Y2) */

if (Eff[x2][Y2]1+abs (Alt[X1][Y11-Alt[X2][Y2])<Eff[X1]1[Y1])
Eff[X1]1[Y1]=Eff[X2][Y2]+abs (Alt[X1][Y1]-Alt[x2]1[Y2]1);
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void Traverse (void)

{ int i, 3;

for (j=1; j<=N;) Eff[1][j++]1=0;
for (i=1; i<=M; i++)

Eff[1i][0]=Eff[1] [N+1l]=Infinity; /# Bordeaza matricea +*/
for (i=2; i<=M; 1i++)

{
for (j=1; j<=N; Jj++)
{
Eff[i] [j]1=Infinity;
Optimize (i, j, i-1, 3J); /+ De la N */
Optimize (i, j, i-1, 3j-1); /* De la NV x/
Optimize (i, j, i-1, j+1); /+ De la NE */
Optimize (i, Jj, i, Jj-1); /* De la V. */
}
for (j=N; 3J; j--)
Optimize(i, j, i, j+1); /+ De la E */
}

void GoBack (int X, int Y)
/% Reconstituie drumul #*/
{
if (X>1)
if (Eff[X][Y]==Eff[X][Y-1]
+abs (A1t [X] [Y-1]-A1t[X]1[Y]))
GoBack (X, Y-1);
else if (Eff[X][Y]==Eff[X-1][Y-1]
+abs (A1t [X-1] [Y-1]-A1t[X][Y]))
GoBack (X-1, Y-1);
else if (Eff[X][Y]==Eff[X-1][Y]
+abs (A1t [X-1] [Y]-A1lt[X]1[Y]))
GoBack (X-1, Y);
else if (Eff[X][Y]==Eff[X-1][Y+1]
+abs (A1t [X-1] [Y+1]-A1t[X][Y]))
GoBack (X-1, Y+1);
else if (Eff[X][Y]==Eff[X][Y+1]
+abs (A1t [X] [Y+1]-A1t[X]1[Y]))
GoBack (X, Y+1);
if (X>1) fprintf(OutF, "->");
fprintf (OutF, " (%d, 5d)", X, Y);
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void WriteSolution (void)
{ int j,k;

OutF=fopen("output.txt", "wt");
/% Cauta punctul de sosire #*/
fputs (" (a)\n",OutF);
for (j=2, k=1; j<=N; J++)

if (Eff[M][J]I<Eff[M][k]) k=3;
fprintf (OutF, "%d\n", Eff[M][k]);
fputs ("TRASEU: ",QutF);
GoBack (M, k);
fprintf (OutF, "\n");
fclose (OutF) ;

void main (void)

{
ReadData();

Traverse();

WriteSolution();

6.6 Problema 6

Propunem in continuare o problema care s-a dat la Olimpiada Nationala de Informatica,
Suceava 1996, la clasa a XII-a. Mentionam ca un singur concurent a reusit sa o duca la

bun sfarsit in timpul concursului. Problema se numeste ,,Cartierul Enicbo”.

ENUNT: In orasul Acopan s-a construit un nou cartier. Noul cartier are patru
bulevarde paralele si un numar de N strazi perpendiculare pe ele. Exista deci in total
4N intersectii. Furgoneta oficiului postal trebuie sa distribuie posta in fiecare zi; in acest
scop, furgoneta pleaca de la oficiul postal aflat la intersectia bulevardului 1 cu strada 1 si,
urmand reteaua stradala, trece exact o data prin fiecare intersectie astfel incat sa incheie

traseul in punctul de plecare.

Conducerea oficiului postal roaga participantii la olimpiada sa o ajute sa afle in cate

moduri distincte se poate stabili traseul furgonetei.
Intrarea: Programul va citi de la tastatura valoarea lui N (2 < N < 200).

Iesirea: Pe ecran se va afisa solutia (numarul de trasee distincte pentru valoarea
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respectiva a lui N).

Exemplu: Pentru N = 3 exista 4 solutii (se citeste de la tastatura numarul 3 si se

afiseaza pe ecran numarul 4). Iata solutiile efective:

Timp de executie: 30 secunde pentru un text
Timp de implementare: 1h 30 min.
Complexitate cerutd: O(N?)

REZOLVARE: Primul lucru care ne vine in gand este ,se cere numarul de cicluri
hamiltoniene intr-un graf, deci problema e exponentiala”. Rezolvarea backtracking nu
e deloc greu de implementat, dar nu are nici o sansa sa mearga pentru valori mari ale
lui N. Afirmatia de mai sus este corecta, dar incompleta; din aceasta cauza concluzia
este falsa. Se scapa din vedere faptul ca graful nu este oarecare, ci are un aspect foarte

particular.

Si in aceasta problema vom incerca sa utilizam solutiile locale (pentru valori mici ale
lui N) pentru aflarea solutiei globale. Respectiv, vom rezolva problema pentru N = 2,
apoi o vom extinde pentru N = 3,4 si asa mai departe. Pentru inceput, insa, incercam

sa simplificam enuntul, reducand problema la una echivalenta, dar mai simpla.

Sa consideram o posibila solutie pentru N = 5:
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In loc s& lucrdm cu segmente in aceasta retea, vom lucra cu ochiuri. Furgoneta
parcurge un ciclu, deci inchide in circuitul ei un numar de ochiuri. Am marcat aceste
ochiuri cu un ,x” in figura de mai sus. Asadar, oricarui drum al furgonetei i se poate
atasa o matrice cu 3 linii si N — 1 coloane, in care unele celule sunt bifate cu ,, x”, iar
altele nu. Sa vedem in primul rand care este corespondenta intre numarul de circuite

hamiltoniene si numarul de matrice de acest tip.

Se observa ca pentru orice circuit exista un altul caruia 1i este atasata aceeasi matrice.
Circuitul pereche este tocmai circuitul parcurs in sens invers, care inchide in interior

aceleasi ochiuri de retea:

Acest lucru se intampla deoarece transformarea graf-matrice ignora sensul de parcur-
gere a circuitului hamiltonian. De aici rezulta ca pentru a calcula numarul de circuite

hamiltoniene trebuie sa calculam numarul de matrice si sa-1 inmultim cu 2.

In continuare, sa analizam cateva proprietati ale matricelor in discutie.

Proprietatea 1. Elementele bifate cu ,,x” in matrice formeaza o singura figurd conexa.

Demonstratie. Daca figura nu ar fi conexa, adica daca ar exista mai multe figuri, ele nu
ar putea fi inconjurate de furgoneta intr-un singur drum. De remarcat ca toate patratele
inconjurate de furgoneta trebuie bifate cu x, deci furgoneta nu poate inconjura patrate
nebifate. O

De aceea, traseul de mai jos (care prezinta o portiune oarecare de circuit) este impo-

sibil.
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Conexitatea se refera numai la vecinatatea pe latura, nu si pe colt. Spre exemplu,
figura de mai jos este incorecta, deoarece, pentru a o inconjura, furgoneta trebuie sa

treaca de doua ori prin punctul incercuit:

X

Proprietatea 2. FElementele bifate cu ,X”7 formeaza o structura aciclica.

Demonstratie. Daca structura ar fi ciclica, ar rezulta ca elementele bifate cu ,,x” inchid

intre ele elemente nebifate, pe care furgoneta insa nu poate sa le ocoleasca. O

[ata un exemplu de ciclicitate:

X X X
X 7 X
X X X

Practic, situatia de mai sus obliga furgoneta sa faca doua drumuri: unul pe exterior

si unul in jurul ochiului marcat cu ,,?”.

Proprietatea 3. Nici un nod interior al retelei nu poate avea toate cele patru ochiuri

vecine marcate cu X ”.

Demonstratie. Daca ar exista un asemenea nod, el nu ar putea fi parcurs de furgoneta,

deci ciclul nu ar mai fi hamiltonian. Este cazul nodului incercuit in figura urmatoare: [J
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X

X X X
O

X X

Proprietatea 4. Structura elementelor bifate cu ,x” in cadrul matricei este arbores-

centd.

Demonstratie. Rezulta imediat din punctele anterioare: figura este conexa si aciclica. [
Proprietatea 5. Numarul de celule bifate este P = 2N — 1.

Demonstratie. Folosim inductia matematica. Sa presupunem ca structura noastra ar
avea un singur patrat bifat. Atunci structura ar avea patru laturi ,la vedere”. Traseul

furgonetei care ocoleste structura ar avea patru laturi. O structura de doua patrate

(desigur lipite) va avea sase laturi la vedere:

1 2
Yemil
5 4

Sa ne imaginam acum ca orice structura cu k patrate are Sy laturi la vedere. Trebuie
sa demonstram ca toate structurile cu k + 1 patrate au acelasi numar de laturi la vedere
si sa aflam efectiv acest numar, Si.1. Cel de-al k+ 1-lea patrat trebuie alipit la structura
deja existenta in asa fel incat sa nu se inchida nici un ciclu. El se va lipi deci de o latura
la vedere a unui patrat din structura. In acest fel, va disparea o latura la vedere, dar
vor aparea trei in loc. Numarul de laturi la vedere va creste prin urmare cu 2. Aceasta
cifra nu depinde de locul in care este alipit al £ + 1-lea patrat, nici de forma structurii
deja existente, deci am demonstrat ca toate structurile arborescente cu k patrate au
acelasi numar de laturi la vedere. Pentru a afla efectiv acest numar, pornim de la relatiile

recurente stabilite prin inductie si eliminam recurenta:

Sk1 = Sk + 2

— S, =2k +2 (6.14)
Sy =4
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Deoarece numarul total de noduri al retelei este de 4V, rezulta ca structura noastra
trebuie sa aiba 4N laturi la vedere. Notand cu P numarul de patrate bifate din matrice

si rezolvand ecuatia de mai jos, rezulta valoarea lui P:

2P+2=4N = P=2N—-1=2(N—-1)+1 (6.15)

Cum numarul de coloane al matricei este N — 1, deducem ca in medie pe fiecare
coloana se vor afla doua patrate bifate, cu exceptia uneia pe care se vor afla trei patrate
bifate. O

La nivel local, proprietatea este de asemenea respectata: numarul de patrate bifate
din primele £ coloane ale matricei este 2k, existand posibilitatea sa mai fie un patrat
suplimentar. De exemplu, in figura data mai sus pentru N = 5, in primele doua coloane
se afla patru elemente ,, x”, deci o medie de doua patrate pe fiecare coloana. In primele
trei coloane exista sapte elemente ,,x”, adica o medie de doua patrate pe coloana si un
surplus de un patrat. Lasam ca tema cititorului sa demonstreze ca in primele k coloane
exista intotdeauna fie 2k, fie 2k + 1 patrate. Orice numar mai mare duce la ciclicitatea

figurii, orice numar mai mic duce la neconexitatea ei.

Pe fiecare coloana exista opt combinatii posibile de elemente bifate si nebifate, pe care

le vom codifica cu numere de la 0 la 7, conform unei numaratori binare:

X X X

X X X

X | X | X

Sa vedem acum care dintre aceste combinatii raman valabile. O coloana de tipul 0 nu
poate exista, deoarece ea ar ,rupe” matricea in doua bucati separate, deci proprietatea

de conexitate nu ar fi respectata.

Daca pe coloana k se afla o combinatie de tipul 3, ce s-ar putea afla pe coloana k+ 17
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/A
X
X

X
B
k k+1

Pentru ca punctul A sa se afle pe traseul furgonetei, este obligatoriu sa bifam patratul
de sub el. Pentru a mentine conexitatea figurii aparute, trebuie bifat si patratul din
centrul coloanei k + 1. Cea de-a treia celula a coloanei k + 1 nu poate fi bifata, deoarece
punctul B ar fi inconjurat din patru parti de celule bifate, lucru care s-a stabilit ca
este imposibil. Se vede ca singura combinatie posibila pentru coloana k + 1 este 6. Ce
combinatie putem pune pe coloana k + 27 Printr-un rationament analog, deducem ca
numai combinatia 3:

X X
X X X X
X X
k k+1k+2k+3

lata ca, pentru a putea respecta conditiile de corectitudine a matricei, am fi nevoiti
sa continuam la nesfarsit cu coloane cu combinatiile 3-6-3-6 etc. Deci niciuna din aceste

combinatii nu poate aparea in matrice.

In continuare, vom defini mai multe siruri de forma S(7,t), unde:

e [ este numarul unei coloane;

e i este un numar de combinatie (respectiv 1, 2, 4, 5 sau 7);

e { este un numar care poate avea valoarea 0 sau 1.

Sk(1,t) semnifica ,numarul de matrice (corecte) cu k coloane astfel incat pe coloana

cu numarul k sa se afle combinatia 4, iar surplusul de patrate bifate peste media de doua

patrate pe fiecare coloana sa fie t”. De exemplu, S7(5, 1) reprezinta numarul de matrice
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corecte (care respecta regulile de constructie) cu 7 coloane, astfel incat pe ultima coloana
sa se afle combinatia 5 si sa existe un surplus de 1 patrat (adica numarul total de patrate
sa fie 2 x 7+ 1 =15).

Facem observatia ca pe a N — 1-a coloana se pot afla doar combinatiile 5 sau 7
(pentru a acoperi colturile de NE si SE ale grafului), iar surplusul de patrate trebuie sa
fie 1 (deoarece in N — 1 coloane trebuie sa se afle P = 2(IN — 1) + 1 patrate bifate). Deci
scopul nostru este sa calculam suma Sy_1(5,1) + Sy_1(7,1) si sa o Inmultim cu 2 ca sa

aflam numarul de cicluri hamiltoniene.

De asemenea, remarcam ca sirurile Si(1,1), Sg(2,1) si Sk(4,1) nu sunt definite.
Aceasta deoarece combinatiile 1, 2 si 4 au un singur patrat bifat pe coloana, adica mai
putin decat media de doua patrate. Este imposibil ca dupa adaugarea unei asemenea
coloane sa mai existe un surplus. (deoarece ar rezulta ca in primele k-1 coloane exista un
surplus de doua patrate). La polul opus, sirul Si(7,0) nu este definit, deoarece combinatia
7 are toata coloana bifata, adica peste medie, deci nu se poate sa nu apara un surplus de

patrate bifate.

Mai trebuie stabilite formulele de recurenta intre sirurile Si(1,0), Sk(2,0), Sk(4,0),
Sk(5,0), Sk(5,1) si Sk(7,1). Termenii initiali ai recurentei sunt:

e 5i(1,0) = 0 deoarece matricea nu poate incepe cu combinatia 1

e 51(2,0) = 0 deoarece matricea nu poate incepe cu combinatia 2

e 51(4,0) = 0 deoarece matricea nu poate incepe cu combinatia 4

e 51(5,0) = 1 deoarece exista o singura matrice de o coloana cu combinatia 5

e 51(5,1) = 0 deoarece combinatia 5 are doua patrate, deci nu exista surplus

e 51(7,1) = 1 deoarece exista o singura matrice de o coloana cu combinatia 7

Pentru a stabili relatia de recurenta pentru sirul Si(1,0), ne intrebam: carei coloane
1i poate urma coloana k de tip 1 astfel incat sa nu mai existe surplus? Daca observam ca
pe coloana k avem un singur element bifat (deci sub medie), rezulta ca pe coloana k — 1

exista un surplus de un patrat. Deci coloana k — 1 putea fi de tipul 5 sau 7, acestea fiind

singurele tipuri de coloana dupa care poate exista un surplus. Rezulta formula:

Se(1,0) = S,_1(5,1) + Si_1(7,1) (6.16)
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Printr-o simetrie perfecta se calculeaza aceeasi formula si pentru sirul Sk (4,0):

S(4,0) = Sp_1(5,1) + Sp_1(7, 1) (6.17)

La sirul Sk(2,0), mai trebuie facuta observatia ca o coloana de tip 2 nu poate urma

unei coloane de tip 5, deoarece se strica conexitatea figurii. Rezulta:

S(2,0) = Sp_1(7.1) (6.18)

Sirul Sk(5,0) provine din adaugarea unei coloane de tipul 5 dupa o coloana de tipul
1, 4 sau 5. Coloana k — 1 nu poate fi de tipul 2 deoarece figura rezultata nu este conexa,
nici de tipul 7 deoarece ar rezulta ca in primele k — 2 coloane media de celule bifate este

mai mica decat 2.

Sk<5, O) = Skfl(l, 0) + Sk,1(4, 0) + Sk,1(5, 0) (619)

Sirul S(5,1) provine din adaugarea unei coloane de tipul 5 dupa o coloana de tipul

5 sau 7, deoarece tipul de coloana 5 are doua patrate bifate, deci conserva surplusul:

Sk(5, 1) = Sk_1<5, 1) + Sk_1(7, 1) (620)

In sfarsit, o coloana de tip 7 poate urma oricarui tip de coloana pentru care surplusul

este 0, adica:

Sk('?, 1) = Sk_l(l, O) + Sk_l(Q, O) + Sk_1(4, 0) + Sk_1(5, 0) (6.21)

Acestea sunt formulele de recurenta. Rezultatul care trebuie afisat pe ecran este
2[Sn-1(5,1) + Sn-1(7,1)], deoarece dupa N — 1 coloane surplusul trebuie sa fie 1, iar
colturile matricei trebuie sa fie bifate. Se observa ca Si(1,0) = Sk(4,0) = Sk(5,1).

Practic, problema se reduce la trei siruri. Notam:

Ay = Si(5,0)
By = Si(1,0) = Sp(4,0) = Sk(5,1) (6.22)
Cy = Sk(7, 1) - Sk(2, 0) =Cr1
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De aici rezulta grupul de relatii:

A = A1 + 2B,
By, =DBj_1+Ci (6.23)
Cv =Ap1+2Bk1+Cro=A;+ Ci_s

si

A =1
B, =0 (6.24)
¢, =1

Noi avem nevoie de valoarea

Programul de mai jos nu face decat sa implementeze calculul acestor siruri recurente.

Trebuie avut grija insa cu reprezentarea interna a numerelor, deoarece pentru N = 200

valorile ajung la 81 de cifre. Este deci necesara reprezentarea numerelor ca siruri de cifre.

#include <stdio.h>

#include <mem.h>

typedef int Huge[85];
Huge A,B,C,C2,HTemp;
int N, k;

void Atrib (Huge H, int V)
/* H <=V %/
{
memset (H, 0, sizeof (Huge));
H[O0]=1;
H[1]=V;

void Add(Huge A, Huge B)
/% A <— A+B %/
{ int 1i,T=0;
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if (B[O0]>A[0])
{ for (i=A[0]+1;i<=B[0];) A[i++]=0;
A[0]=B[O];
}
else for (i=B[0]+1;i<=A[0];) B[i++]=0;
for (i=1;1i<=A[0];i++)
{ A[i]1+=B[i]+T;
T=A[1]/10;
A[i]%=10;
}
if (T) A[++A[0]1]1=T;

void WriteHuge (Huge H)

{ int i;

for (i=H[O0];i;printf("%d",H[i--1));
printf("\n");

void main (void)
{
printf ("N=");scanf ("%d", &N);
Atrib(A,1);
Atrib (B, 0);
Atrib(C,1);
Atrib(C2,0);
for (k=2;k<=N;k++)

{ memmove (HTemp, C, sizeof (Huge));

Add(A,B);Add(A,B); /* A(k) = A(k-1) + 2+B(k-1) =+/

Add (B, C); /% B(k) = B(k-1) + C(k-1) */
memmove (C, A, sizeof (Huge));
Add(c,C2); /+ C(k) = A(k) + C(k-2) %/
memmove (C2, HTemp, sizeof (Huge)); /# noul C(K-2) */
}
Add (B, B); /* Rezultatul este 2%B(n) */

WriteHuge (B);

147
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6.7 Problema 7

Problema programarii unui turneu de fotbal a fost data spre rezolvare la a I1I-a Balcaniada
de Informatica, Varna 1995. Vom prezenta mai intai enuntul nemodificat al problemei,

dupa care vom adauga cateva detalii care o vor face mai ,,provocatoare”.

ENUNT: Una din sarcinile Ministerului Sporturilor dintr-o tara balcanica este de a
organiza un campionat de fotbal cu N echipe (numerotate de la 1 la N). Campionatul
consta din N etape (daca N este impar) sau N — 1 etape (daca N este par); orice
doua echipe disputa intre ele un joc si numai unul. Scrieti un program care realizeaza o

programare a campionatului.

Intrarea: Numarul de echipe N (2 < N < 24) va fi dat la intrarea standard (tasta-

tura).

Iesirea se va face in fisierul text OUTPUT . TXT sub forma unui tabel cu numere intregi
avind N linii. Al j-lea element din linia ¢ este numarul echipei care joaca cu echipa ¢
in etapa j (evident, daca i joaca cu k in etapa j, atunci in tabel k£ joaca cu i In aceeasi

etapa). Daca echipa i este libera in etapa 7, atunci al j-lea element al liniei i este zero.

Exemple:
INPUT. TXT | OUTPUT.TXT
3 230
103
01 2
4 2 3 4
1 4 3
4 1 2
321

Timp de implementare: circa 1h 45’
Timp de executie: 33 secunde

Iata si modificarile pe care le propunem pentru a aduce cu adevarat problema la nivel
de concurs:

e Limita pentru numarul de echipe este N < 200;

e Timpul de implementare este de 45 minute;

e Timpul de executie este de 2-3 secunde;
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e Complexitatea ceruta este O(N?).

REZOLVARE: Vom lasa pe seama cititorului conceperea, implementarea si testarea
unei rezolvari backtracking (adoptata de majoritatea in timpul concursului). De altfel, la
Balcaniada concurentii au avut la dispozitie calculatoare 486 / 50 Mhz, iar un backtra-
cking ingrijit functiona cam pana la N = 18 in timpul impus, ceea ce asigura cam 75%
din punctajul maxim. In afard de aceasta, se mai puteau face si alte lucruri nu tocmai
elegante, avand in vedere ca datele de iesire nu erau foarte mari. Pentru N > 18, multi
concurenti lasau programul sa mearga pana cand termina (cateva minute bune sau chiar
mai mult), apoi scriau rezultatele intr-un fisier temporar. Matricea rezultata era inclusa
ca o constanta in codul sursa. Programul care era dat comisiei de corectare se prefacea
ca ,se gandeste” timp de cateva secunde, apoi scria pur si simplu matricea in fisierul de
iesire. Cu aceasta s-au luat punctaje foarte apropiate de maxim. Totusi, pentru N = 24
un backtracking ar fi stat foarte mult pentru a gasi solutia. Tot timpul acesta, calcu-
latorul era blocat, neputand fi folosit. De aceea, multi concurenti nu au luat punctajul
maxim, preferand sa renunte la ultimele teste si sa rezolve celelalte probleme. Oricum,
backtracking-ul este in acest caz o solutie pentru care raportul punctaj obtinut / timp

consumat este foarte convenabil.

Exista insa si o solutie care poate asigura un punctaj maxim fara batai de cap si
fara si foloseasci ,date preprocesate”. Ea are complexitatea O(N?) si nu face decat o
singura parcurgere a matricei de iesire. Ce-i drept, autorul a pierdut cam trei ore pentru
a o gasi si implementa in timp de concurs, compromitand aproape rezolvarea celorlalte
doua probleme din ziua respectiva, dar comisia de corectare a fost placut impresionata,
programul fiind singurul care mergea instantaneu. Ramane ca voi sa alegeti intre eleganta

si eficienta...

Daca tinem cont si de restrictiile suplimentare propuse, rezolvarea backtracking nu
mai este valabili. In aceasti situatie, iata care este metoda care sta la baza rezolvarii
in timp patratic. In primul rand se reduce cazul cand N este impar la un caz cand N
este par, prin marirea cu 1 a lui N si introducerea unei echipe fictive. In fiecare etapa se
considera ca echipa care trebuia sa joace cu echipa fictiva sta de fapt ,,pe bara”. lata de

exemplu cum se rezolva cazul N = 3:

(a) Se programeaza un campionat cu 4 echipe, echipa 4 fiind echipa fictiva:
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Echipa

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3

= W N

2 3 4
1 4

4 1 2
3 2 1

(b) Se neglijeaza ultima linie din tabel, meciurile echipei fictive nefiind importante:

Echipa

Etapa 1 Etapa 2 FEtapa 3

1
2
3

2 3 4
1 4 3
4 1 2

(c) Peste tot unde apare cifra 4, ea este inlocuita cu 0:

Echipa

Etapa 1l Etapa 2 FEtapa 3

1
2
3

Z 3 0
1 0 3
0 1 2

Mai ramane sa vedem cum se trateaza cazul cand N este par. E destul de greu

de dat o demonstratie matematica metodei care urmeaza; de fapt, nici nu exista una,

problema fiind rezolvata in timp de concurs prin inductie incompleta (adica s-a constatat

cu creionul pe hartie ca metoda merge pentru N = 4,6, 8 si 10, apoi s-a scris programul

care sa faca acelasi lucru si s-a constatat ca merge si pentru valori mai mari). Sa tratam

si aici cazul N = 8, apoi sa generalizam procedeul.

Vor fi sapte etape si, fara a reduce cu nimic generalitatea problemei, putem presupune

ca echipa 1 joaca pe rand cu echipele 2, 3, 4, 5, 6, 7 si 8. Deocamdata tabelul arata astfel:

Echipa | Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3 Etapa 4 Etapa 5 Etapa 6 Etapa 7

2 3
1

0 J & O~ W N

4 5 6 7 8
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Echipa 2 are deja programat un meci cu echipa 1 in prima etapa si mai are de pro-
gramat meciurile cu echipele 3, 4, 5, 6, 7 si 8 In celelalte etape. Asezarea se poate face
oricum, cu conditia ca echipele 1 si 2 sa nu isi aleaga acelasi partener in aceeasi etapa.
De exemplu, putem programa meciul 2-3 in etapa a 3-a, meciul 2-4 in etapa a 4-a, ..., iar

meciul 2-8 in etapa a 2-a. Astfel am completat linia a doua a tabloului:

Echipa | Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3 Etapa 4 Etapa 5 Etapa 6 Etapa 7

2 3 4 5 6 7 8

2 1 8 3 4 5 6 7

3 1 2

4 1 2

5 1 2

6 1 2

7 1 2

8 2 1

Echipa 3 are programate meciurile cu 1 si 2 si mai are de programat meciurile cu
echipele 4, 5, 6, 7 si 8. Pentru a nu crea conflicte (adica doua echipe sa nu-si aleaga
acelasi adversar), putem aplica acelasi procedeu: pornim de la etapa a 5-a si completam

toate celulele goale ale liniei a 3-a cu numerele de la 4 la 8, mergand circular spre dreapta:

Echipa | Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3 Etapa 4 Etapa 5 Etapa 6 Etapa 7

2 3 4 5 6 7 8

2 1 8 3 4 5 6 7

3 7 1 2 8 4 5 6

4 1 2 3

5 1 2

6 1 3

7 3

8 2 3 1

Se foloseste aceeasi metoda pentru a completa si celelalte linii ale matricei. Pentru
fiecare linie ¢ (i < N —1):
e Se cauta pe linia ¢ aparitia valorii ¢-1;

e Se cauta primul spatiu liber (mergand circular spre dreapta). Primul spatiu liber

inseamna prima etapa in care se poate programa meciul dintre echipele 7 si i + 1
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(trebuie ca ambele sa fie libere in acea etapa). Se constata experimental ca trebuie

inceput de la a doua pozitie libera de dupa aparitia valorii ¢ — 1;

e Se merge circular spre dreapta si, in casutele libere intalnite se trec valorile i 41,7+
2,...,N. Concomitent, pe aceleasi coloane ale liniilor ¢ + 1,7 + 2,..., N se trece

valoarea 7.

Echipa | Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3 Etapa 4 Etapa 5 Etapa 6 Etapa 7

2 3 4 5 6 7 8
2 1 8 3 4 ) 6 7
3 7 1 2 8 4 ) 6
4 6 7 1 2 3 8 Y
5 8 6 7 1 2 3 4
6 4 5 8 7 1 2 3
7 3 4 ) 6 8 1 2
8 ) 2 6 3 7 4 1

Fiecare linie a matricei poate fi parcursa in acest fel de maxim 2 ori (o data pentru
gasirea coloanei de start si o datd pentru completarea liniei), deci numarul total de
celule vizitate este cel mult 2 x N2. Complexitatea patratica este cea optima, deoarece

programul trebuie in orice caz si tipareasca la iesire circa N? numere.

#include <stdio.h>

#define NMax 200

unsigned char A[NMax+1l] [NMax+1];
int N, Reall;

void FindNextFree(int Line, int %K)
/+ Cauta (circular) urmatorul spatiu liber pe linia Line */
{ do *K=%K%(N-1)+1;

while (A[Line][*K]);

void MakeMatrix (void)

{ int 1i,3,k;

for (i=1;i<=N;i++)
for (j=1;j<=N;j++) A[i][]j]1=0;
for (i=1;i<N;i++) /% Pentru fiecare echipa */

{ if (i==1) /* Alege coloana de start =/
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j=1;
else { j=0;
do j++; while (A[i][3j]'=i-1);
FindNextFree(i,&73);
FindNextFree(i,&7);
}
for (k=i+l;k<=N;k++) /* Completeaza circular linia x/
{ A[L1[31=k;
AlkI[31=1;
if (k<N) FindNextFree (i, &7J);

void WriteMatrix (void)
{ int 1, 3;

FILE *F=fopen("output.txt","wt");

for (i=1;i<=RealN;i++)
{ for (j=1; j<N; j++)
fprintf (F, "%4d",A[1i]1[j]>RealN ? 0 : A[i]lI[3j]1);
fprintf (F, "\n");
}
fclose (F);

void main(void)
{
printf ("N=");scanf ("%d", &ReallN);
N=RealN+RealN%2; /% Se adauga 1 daca RealN e impar */
MakeMatrix();
WriteMatrix();

6.8 Problema 8

Problema codului lui Priifer pentru arborii generali, mai exact cea a decodificarii
acestui cod, este genul de problema care nu este excesiv de grea, dar care necesita un

artificiu fara de care nu se poate ajunge la complexitatea optima.

ENUNT: Un arbore general neorientat conex cu N + 2 varfuri se poate codifica

eficient printr-un vector cu N numere, astfel:
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e Numerotam nodurile de la 1 la N + 2 intr-o ordine oarecare;

e Eliminam cea mai mica frunza (nod de grad 1) si addugam in vector numarul

nodului de care ea apartinea;

e Reluam procedeul pentru arborele ramas: taiem cea mai mica frunza si adaugam

in vector numarul nodului de care ea apartinea;

e Repetam procedeul pana mai raman doar doua noduri.

Vectorul rezultat se numeste codificare Priifer a arborelui dat. lata un exemplu de

constructie a codului Priifer atasat arborelui din figura de mai jos:

)
—()
(D

o806

O

Codul lui Priifer se obtine astfel:

11 tdiem pe 3 si scriem 1;

11 tdiem pe 4 si scriem 5;

I tdiem pe 6 si scriem 2;

11 tdiem pe 2 si scriem 5;

11 tdiem pe 5 si scriem 1;

Deci codificarea este (1, 5, 2, 5, 1) (si mai raméane muchia 1-7, lucru care este evident,

deoarece 1 si 7 sunt singurele noduri care nu au fost taiate).

Asadar fiecarui arbore oarecare cu N + 2 noduri i se poate atasa un vector cu N
componente numere naturale cuprinse intre 1 si N 4+ 2. Se poate demonstra ca functia
definita intre cele doua multimi (multimea arborilor si multimea vectorilor) este bijectiva.

De aici rezulta doua lucruri:
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1. Exista (N + 2)" arbori generali cu N + 2 noduri.
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2. Codificarea Priifer admite si decodificare (deoarece functia de codificare este bijec-

tiva). Tocmai aceasta este problema de rezolvat. Se da un vector de N numere

intregi, fiecare cuprins intre 1 si IV 4+ 2. Se cere sa se tipareasca cele N + 1 muchii

ale arborelui decodificat.

Intrarea se face din fisierul text INPUT.TXT care contine doua linii. Pe prima linie

seda N (1 < N <10.000), pe a doua cele N numere separate prin spatii.

Iesirea se va face in fisierul text OUTPUT . TXT. Acesta va contine muchiile arborelui,

cate una pe linie, o muchie fiind indicata prin varfurile adiacente separate printr-un

spatiu.
Exemplu:
INPUT. TXT | OUTPUT.TXT
5 5 2
15251 13
4 5
71
6 2
15

Timp de implementare: 45 minute.
Timp de rulare: 2-3 secunde.

Complexitate ceruta: O(N).

REZOLVARE: Sa pornim de la exemplul particular prezentat mai sus, urmand ca

apoi sa generalizam algoritmul.

Primim la intrare N = 5 (deducem ca arborele are 7 noduri) si codificarea (1, 5, 2,

5, 1). Primul element din vector este 1. Stim deci ca, la primul pas, a fost eliminata o

frunza al carei parinte este nodul 1. Intrebarea este: ce numar purta respectiva frunza?

In nici un caz 1, deoarece numarul 1 il avea tatal ei. Nici 2, nici 5 nu ar putea fi, deoarece

aceste numere apar mai tarziu in codificare, deci ,mai este nevoie” de ele si nu pot fi

inca eliminate. Raman 3, 4, 6 si 7. Dintre acestea noi stim ca a fost taiata cea mai mica

frunza. Este insa usor de vazut ca toate nodurile enumerate sunt frunze in arborele

initial (deoarece nu mai apar in vector, adica nici un alt nod nu mai este legat de ele),

deci il vom alege pe cel mai mic cu putinta, adica pe 3. Rezulta ca prima muchie taiata

a fost (1,3).
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Pe pozitia a doua in codificare apare numarul 5. Ce numar ar putea avea frunza
taiata? 1 si 2 mai apar ulterior in codificare deci nu pot fi eliminate inca, 5 este chiar
tatal frunzei necunoscute, iar 3 a fost deja eliminat. Dintre 4, 6 si 7, frunza cu numarul

cel mai mic este 4, deci urmatoarea muchie taiata este (4,5).

In continuare apare un 2. Cel mai mic nod care nu mai apare in vector si nici nu a
fost deja eliminat este 6, deci muchia este (6,2). Se observa ca mai departe nu mai apare
nici un 2 in codificare, de unde deducem ca dupa taierea nodului 6, nodul 2 a devenit
frunza si va putea fi la randul sau eliminat. Cu un rationament analog, urmatoarele
muchii eliminate sunt (2,5) si (5,1), iar singurele noduri ramase sunt 1 si 7. Arborele a

fost reconstituit corect.

Deci procedeul general este: pentru fiecare numar dintre cele N din vector, nodul
care apartinea de el poarta cel mai mic numar care nu intervine ulterior in codificare si
nu a fost taiat deja. Astfel se genereaza N muchii. A N + 1-a muchie are drept capete

ultimele noduri ramase netaiate.
Acesta este algoritmul. Trebuie sa ne ocupam acum de partea de implementare.

Pentru a testa la orice moment daca un nod mai apare sau nu in vector, este bine sa se
creeze la citirea datelor un vector care sa retina numarul de aparitii in codificare al fiecarui
nod. Pentru exemplul dat, vectorul de aparitii va fi Apar = (2,1,0,0,2,0,0), semnificand
ca 1 si b apar de cate doua ori, 2 apare o singura data, iar 3, 4, 6 si 7 nu apar deloc. La
fiecare pas, cand se ,restaureaza” o muchie, se decrementeaza pozitia corespunzatoare
tatalui in vectorul de aparitii. Un numar nu mai apare ulterior in codificare daca pe

pozitia sa din vectorul de aparitii se afla un 0.

Astfel, o prima versiune de program ar putea fi:

Intrare: N, V[1..N]

1: construieste vectorul Apar[l..N + 2]

2: pentru i =1la N executa

3:  cauta primul j pentru care Apar[j] =0 si j nu a fost taiat
tipareste muchia (j, V[i])
Apar[V]i]] < Apar[V]i]] — 1

marcheaza nodul j ca fiind taiat

sfarsit pentru

Dupa cum se observa, cautarea celui mai mic nod j se face in timp liniar, ceea ce
inseamna ca algoritmul complet va necesita un timp patratic. Pentru a-1 reduce la o

complexitate liniara, incepem prin a observa ca la fiecare pas alegem frunza cu numarul
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cel mai mic. Aceasta Inseamna ca, In general, numarul frunzei alese spre a fi taiata va
creste la fiecare pas. Astfel, prima oara am taiat nodul 4, apoi nodul 7. Singurul caz
cand va fi taiata o frunza mai mica decat cea dinaintea ei este atunci cand unui nod cu
numar mic i se taie toate frunzele si devine el insusi o frunza, putand fi taiat. In exemplul
nostru, nodul 2 nu putea fi eliminat de la inceput, desi avea un numar mic, deoarece mai
avea atasata frunza 6. Dupa eliminarea muchiei (6,2), nodul 2 a devenit frunza si a fost

eliminat imediat.

Putem deci pastra intr-o variabila (care in program se numeste Nezt) urmatoarea
frunza care care trebuie eliminata. Daca prin decrementarea numarului de aparitii la
pasul curent nu s-a creat nici un zero in vectorul Apar, sau s-a creat un zero, dar pe o
pozitie K > Next, atunci totul este bine si la pasul urmator se va elimina nodul Next.
Daca s-a creat un zero pe o pozitie K mai mica decat Next, rezulta ca in arbore exista
acum doua frunze, K si Next, K fiind mai mica, deci prioritara. Atunci la pasul urmator
se va elimina frunza de pe pozitia K, urmand ca peste doi pasi sa se revina la frunza
Next. Daca prin eliminarea acestei frunze K s-a creat un alt zero in vectorul de aparitii,
tot pe o pozitie K’ mai mica decat Next, se va trece mai intai la acea pozitie, urmand ca

dupa aceea sa se revina la pozitia Next etc.

La prima vedere, pare necesara mentinerea unei stive in care sa depunem numerele
Next, K, K'... sisa le scoatem din stiva pe masura ce nodurile respective sunt eliminate.
Acest lucru ar presupune in continuare un algoritm patratic. Totusi nu este asa deoarece,
odata ce am taiat un nod si l-am marcat ca atare, putem fi siguri ca nu ne vom mai
intalni cu el pana la sfarsitul decodificarii, deci nu mai este necesara stocarea lui. Exista
o pseudo-stiva care are inaltimea 2: frunza asupra careia se opereaza curent si nodul care

urmeaza, Next.

In acest fel, numarul total de incrementari al variabilei Next nu depaseste N (iar
ea nu este niciodata decrementata), deci programul este rezolvat in timp liniar. Facem
observatia ca algoritmul O(N) este optim; nu poate exista unul mai bun deoarece exista

O(N) muchii care trebuie tiparite.

#include <stdio.h>
#define NMax 10002
typedef int Vector[NMax];

Vector V,Apar;
int N;

void ReadData (void)
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{ int i,

FILE »InF=fopen("input.txt","rt");

fscanf (InF, "%d", &N);
for (i=1;i<=N+2;Apar[i++]=0);
for (i=1;i<=N;i++)
{ fscanf (InF,"%d",&V[il]);
Apar[V[i]]++;
}
fclose (InF);

void Decode (void)
{ int Current=0,Next,i;

FILE *OutF=fopen ("output.txt","wt");

do; while (Apar[++Current]); /% Se cauta prima frunza */
Next=Current;
for (i=1;i<=N;i++)
{ fprintf (OutF,"%d %d\n",Current,VI[i]);
if (Current==Next) do; while (Apar[++Next]);
/* Daca am ajuns la ultimul 0, mai caut unul =/
Apar[V[i]]--;
Current=(V[i]<Next) && (Apar[V[i]]==0) ? VI[i] : Next;
/* Daca exista o frunza mal mica decat Next, */
/% ea este prioritara, altfel revin la Next */
}
fprintf (OutF, "%d %d\n",Current,Next);
fclose (OutkF);

void main (void)
{
ReadData() ;
Decode () ;

6.9 Problema 9

[ata o problema care necesita pentru reducerea complexitatii un artificiu asemanator celui
din problema codului Priifer. Ea a fost propusa in 1995 la concursul de selectie a echipelor

Romaniei pentru 101 si CEOI. Desi cerinta este putin modificata pentru a nu ne izbi de
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dificultati secundare, ideea generala de abordare este aceeasi.

ENUNT: Presedintele companiei X doreste sa organizeze o petrecere cu angajatii.
Aceasta companie are o structura ierarhica in forma de arbore. Fiecare angajat are
asociat un numar intreg reprezentand masura sociabilitatii sale. Pentru ca petrecerea sa
fie agreabila pentru toti participantii, presedintele doreste sa faca invitatiile astfel incat:

e ¢l insusi sa participe la petrecere;

e pentru nici un participant la petrecere sa nu fie invitat si seful lui direct;

e suma masurilor sociabilitatilor invitatilor sa fie maxima.

Se cere sa se spuna care este suma maxima a sociabilitatilor care se poate obtine.

Intrarea se face din fisierul INPUT . TXT care contine trei linii de forma:

N
T(1) T(2) ... T(N)
S(1) s(2) ... S(N)

unde N este numarul de angajati ai companiei, inclusiv presedintele (N < 1.000),
T(k) este numarul de ordine al sefului direct al lui k£ (daca T'(k) = 0, atunci k este
presedintele), iar S(k) este masura sociabilitatii lui k. Valorile vectorului S sunt de tipul

intreg.
Iesirea: Pe ecran se va tipari suma maxima a sociabilitatilor ce se poate obtine.
Exemplu: Pentru intrarea:
7
2525042
25 313 8 4 3
pe ecran se va afisa numarul 20 (fiindca la petrecere participa 1, 3, 5, 6 si 7).
Timp de implementare: 1h - 1h 15min.
Timp de rulare: 2-3 secunde.

Complexitate ceruta: O(N). De asemenea, mentionam ca s-a specificat N < 1.000
numai pentru ca programul sursa de mai jos sa nu se complice si sa distraga atentia

asupra unor lucruri neimportante. In mod normal, limita trebuia si fie N < 10.000.
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REZOLVARE: Vom expune mai intai principiul de rezolvare al problemei, apoi vom

aborda detaliile de implementare.

Algoritmul are la baza programarea dinamica si necesita o parcurgere de jos in sus a
arborelui, decizia pentru fiecare nod depinzand de valorile tuturor fiilor lui. Ne propunem

sa aflam doua caracteristici pentru fiecare nod k:

e P(k) - suma maxima a sociabilitatilor care se poate obtine in subarborele de

radacina k in cazul in care k participa la petrecere;

e (k) - suma maxima a sociabilitatilor care se poate obtine in subarborele de

radacina k in cazul in care k nu participa la petrecere;

Daca reusim sa determinam aceste caracteristici, nu ne ramane decat sa-1 tiparim
pe P(R) (R fiind ridicina arborelui). Intr-adevir, problema cere si se determine suma
maxima a sociabilitatilor din intregul arbore, adica din subarborele de radacina R. In
plus, se mai cere ca R sa participe la petrecere. Ramane de aflat cum se stabileste relatia

intre caracteristicile unui nod si cele ale fiilor sai.

e Daca angajatul k participa la petrecere, atunci automat nici unul din subordonatii

sai directi nu participa, si obtinem relatia:

P(k)=S(k)+ > _Q(j), jfinalluik (6.26)

e Daca angajatul k£ nu participa la petrecere, atunci subordonatii sai directi pot sa

participe sau nu la petrecere, dupa cum este mai avantajos, si obtinem relatia:
Q(k) = max(P(j),Q(j)), j finalluik (6.27)
J

Problema care se pune acum este cum sa facem parcurgerea arborelui intr-un mod

cat mai avantajos. Pseudocodul (recursiv) sub forma sa cea mai generala este:

Solutia ,,de bun simt” este de a construi arborele alocat dinamic. Ar aparea insa
o sumedenie de dificultati. In primul rand, arborele este general, deci nu se cunoaste
numarul maxim de fii pe care 1i poate avea un nod (pe cazul cel mai defavorabil, radacina
poate avea N — 1 fii). Aceasta Inseamna ca legatura trebuie sa fie de tip tata (fiecare

nod pointeaza la tatal sau), ceea ce complica procedura de parcurgere: nu se poate apela
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Procedura 2 Calcul(k, P, Q)

. P« S(k)

Q+0

pentru toti j fiu al lui £ executa
Calcul(j, Pi, Q1)
P+ P+ @
Q < Q + max(Pr, Q1)

sfarsit pentru

[t

returneaza P, ()

procedura recursiv, dintr-un nod pentru toti fiii sai, deoarece nu se cunosc fiii, ¢i numai
tatall O alta modalitate de alocare a arborelui ar fi cu doi pointeri pentru fiecare nod:
unul catre primul sau fiu si unul catre fratele sau din dreapta (exemplul din enunt are

reprezentate grafic mai jos cele doua metode de constructie).

(2] ORNC -3

Legatura de tip tata Legatura de tip fiu + frate

Probabil ca veti fi de acord cu mine ca e riscant sa te aventurezi la o asemenea imple-
mentare in timp de concurs, deoarece lucrul cu pointeri presupune o atentie deosebita.
Greselile sunt mai greu de observat si de multe ori duc la blocarea calculatorului, care
trebuie resetat mereu, pierzandu-se astfel o multime de timp. Trebuie deci cautata o me-
toda de parcurgere a arborelui care sa nu necesite o alocare dinamica a memoriei. Putem
incerca astfel: initial P(i) = S(7) si Q(¢) = 0 pentru orice nod. Urmeaza acum sa tratam
pe rand fiecare nod. Cum? Stim ca pentru fiecare nod k, numerele P(k) si Q(k) intervin
in expresia lui P(T'(k)) si Q(T'(k)). Uitandu-ne la formulele de mai sus, observam ca tot
ce avem de facut este sa incrementam P(T'(k)) cu Q(k) si Q(T'(k)) cu max(P(k), Q(k)).

Exista o singura problema: Pentru a putea folosi numerele P(k) si Q(k) trebuie sa ne
asiguram ca ele au fost deja calculate corect, in functie de caracteristicile tuturor fiilor
lui k. In cazul frunzelor, problema este rezolvata, deoarece ele nu au fii. Pentru nodurile

interne, este necesar sa stim cati fii au ele si cati din acestia au fost tratati. In momentul
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in care toti fiii unui nod au fost tratati, poate fi tratat si nodul in sine. In program,
vectorul F' retine numarul de fiii netratati ai fiecarui nod. La tratarea unui nod k se
face decrementarea lui F(T'(k)). Un nod k poate fi ales spre tratare daca F(k) = 0.
Se observa ca formatul datelor de intrare permite cu usurinta constructia vectorului F

(numarul de fii al lui & este egal cu numarul de aparitii al lui k& in vectorul 7).

Un algoritm mai usor de implementat ar fi:

1: numara fiii fiecarui nod

. pentru i =11a N — 1 executa

cauta un nod k cu F(k) =0

P(T(k)) < P(T(k)) + Q(F)

QT(K))  Q(T(K)) + max(P(k), Q(F))
F(T(K))«+ F(T(K))—1

. sfarsit pentru

. tipareste P(R)

I B A S 2

Partea delicata a acestui algoritm este cautarea unui nod & cu F'(k) = 0. Daca ea se
face secvential, pornind de fiecare data de la primul nod si cercetand fiecare element, pro-
gramul care rezultd are complexitatea O(N?). Aceastd ciutare trebuie deci optimizata,
si iata cum: In principiu, putem cauta nodurile cu F (k) = 0 mergand numai in sensul
crescator al indicilor in vector. Vom folosi, ca si la problema codului lui Priifer, doua
variabile: K si Next. K este nodul tratat in prezent, iar Next este nodul care urmeaza a
fi tratat la pasul urmator, asadar Next > K. Dupa tratarea nodului K si decrementarea

lui F(T(k)), pot surveni trei situatii:

1. F(T(k)) > 0 siin vectorul F' nu a aparut nici un alt element zero, caz in care nimic

nu se schimba, algoritmul continuand cu tratarea nodului Next;

2. F(T(k)) = 0si T(k) > Next, caz in care de asemenea se poate trata nodul Next

(deoarece selectarea nodurilor cu F'(k) = 0 se face in ordine crescatoare a indicilor);

3. F(T(k)) =0siT(k) < Next, caz in care se va trata mai intai nodul 7'(k), urmand

a se reveni apoi la nodul Next.

Pentru motivele explicate la codul lui Priifer, acest algoritm nu necesita mentinerea
unei stive, iar timpul total de cautare este O(N). Facem observatia ca nu se poate gasi

un algoritm mai bun, deoarece trebuie parcurse toate cele N noduri ale arborelui.

[ata in incheiere cum arata arborele cu valorile P si () atasate fiecarui nod:



6.9. Problema 9

S=2 S=3 S=3
P=2 P=3 P=3
Q=0 Q=0 Q=0

#include <stdio.h>
#define NMax 1000
typedef long Vector[NMax+1l];

Vector T,S,P,Q,F; /+ T = Vectorul de tati,
S = sociabilitatile,
P,Q = caracteristicile,

F = numarul de fii =/

int N, Root;

void InitData (void)
{ int 1i;
FILE *xInF=fopen("input.txt","rt");

fscanf (InF, "%d", &N);
for (i=1;i<=N+1;F[i++]1=0);
for (i=1;i<=N;i++)

{ fscanf (InF,"%d",&T[i]);

if (T[i]) F[T[i]]++; else Root=ij;

}
for (i=1;i<=N;i++) fscanf (InF,"%d",&S[i]);
fclose (InF);

for (i=1;i<=N;P[i++]=S[1]);
for (i=1;i<=N;Q[i++]=0);

void FindNext (int *K,int *Next)

163
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{ FIT[*K]1]1——;
F[*K]=-1;
if ((F[T[*K]11>0) || (T[*K]>*Next))
{ *K=xNext;
while (F[*Next]) (*Next)++;
}
else *K=T[*K];

void TraverseTree (void)

{ int K=0,Next, i;

do; while (F[++K]);
Next=K; do; while (F[++Next]);
for (i=1;i<N;i++)
{ PITIK]]1+=Q[K];
QITIK]11+=(P[K]1>QI[K]) ? PIK] : QIKI;
FindNext (&K, &Next) ;

void main (void)

{
InitData();
TraverseTree();

printf("$1d\n",P[Root]);

6.10 Problema 10

Aceasta problema a fost data la unul din barajele pentru selectionarea lotului restrans al

Romaniei pentru Olimpiada Internationala din 1996.

ENUNT: Fie un numar prim P. Pe multimea {0, 1,..., P — 1} se definesc operatiile
binare +, —, X, / modulo P, in felul urmator:

1. a+ b mod P este restul impartirii lui a + b la P. Analog pentru ,, x”.

2. Expresia a — b este definita ca fiind solutia ecuatiei b + = a (mod P). Analog

pentru /7.

Se stie ca ecuatia b + x = a are intotdeauna solutie unica, iar b X x = a are solutie
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unica pentru orice b # 0. Pentru b = 0, operatia a/b nu e definita. De exemplu, daca
P=11,atunci6+7=2,6—7=10,6x7=9, 6/7 = 4. Se stie ca adunarea si Inmultirea
modulo P sunt comutative, asociative, poseda elemente neutre (pe 0, respectiv pe 1),
iar adunarea este distributiva fata de inmultire. In plus, pentru orice a existd b astfel
incat a + b = 0; notand b cu (—a) avem ¢ — a = ¢ + (—a) = ¢+ b pentru orice ¢. De
asemenea, pentru orice a # 0 exista b astfel incat a x b = 1; notand b cu (1/a) avem ca
c/a=cx(1l/a)=cxb.

Dandu-se un numar prim P, un intreg D intre 0 si P — 1 si un sir de N numere,
cuprinse fiecare intre 0 si P — 1, se cere sa se introduca intre elementele sirului operatorii
+, —, X, / si parantezele corespunzatoare, astfel incat sa se obtina o expresie corecta a
carei valoare sa fie D (lucrand in aritmetica modulo P). In caz ci acest lucru nu este

posibil, se va afisa un mesaj corespunzator.

Intrarea: Fisierul INPUT.TXT contine doua linii:

e pe prima linie se gasesc trei numere intregi: P, N si D, separate prin spatii (2 <
P <23 Pprim, 1< N<30,0<D<P-—1)

e pe urmatoarea linie se gaseste sirul de numere ce formeaza expresia (N numere

Intregi cuprinse intre 0 si P — 1).

Iesirea: Fisierul text OUTPUT.TXT va contine o singura linie pe care se va gasi
expresia generata sau mesajul ,Nu exista solutie.”. Expresia va fi parantezata complet

(fiecare operator va avea o pereche de paranteze atasate).

Exemple:
INPUT. TXT | OUTPUT.TXT
11 3 6 (4+(7/9))
4 7 9
11 3 7 Nu exista solutie.
111

Timp de executie pentru un test: 1 minut.

Modificarile si completarile propuse de autor sunt:

e Timp de executie: 10 secunde

e Timp de implementare: 1h 30 minute, maxim 1h 45 minute.
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e Complexitate cerutd: O(N? x P?).

REZOLVARE: Problema in sine nu este foarte complicata. Ea face apel la progra-
marea dinamica, dar este foarte asemanatoare cu una din problemele bine cunoscute de
elevi - inmultirea optima a unui sir de matrice. Ceea ce o face mai ,,provocatoare” este
timpul alocat implementarii. De fapt, la respectiva proba au fost propuse trei probleme,
cam de acelasi nivel de dificultate, iar timpul total permis a fost de 4 ore. De asemenea,

structurile de date impuse si modul de utilizare a lor sunt mai rar intalnite.

Ideea de la care se porneste in rezolvarea acestei probleme este urmatoarea: Parante-
zarea si completarea cu operatori a unui sir de N numere, V = (V(1),V(2),...,V(N)),
astfel incat sa se obtina rezultatul D este posibila daca si numai daca exista doua valori
Dy si Dy, un numar intreg K cuprins intre 1 si N — 1 si un operator @ € {+,—, x,/}

astfel incat urmatoarele conditii sa fie indeplinite simultan:

1. Este posibila parantezarea si completarea cu operatori a sirului V' = (V (1), V(2),

., V(K)) astfel incat sa se obtina rezultatul D;;

2. Este posibila parantezarea si completarea cu operatori a sirului V” = (V(K +
1), V(K +2),...,V(N)) astfel incat sa se obtina rezultatul Dy;

3. Dy®Dy=D

Cu alte cuvinte, trebuie sa gasim un loc in care sa , spargem” expresia noastra in asa
fel incat, luand doua valori care se pot obtine pentru partea din stanga, respectiv din

dreapta, si inserand intre ele operatorul potrivit, sa obtinem valoarea D.

Pentru aflarea operatorului, a locului de impartire a expresiei in doua si a celor doua
valori necesare, ar fi de ajuns patru instructiuni repetitive for. Totusi, raméane o sin-
gura intrebare: cum se poate verifica daca se poate sau nu obtine valoarea D; pentru
subexpresia din stanga, respectiv valoarea Dy pentru subexpresia din dreapta? Aceasta
este o subproblema similara cu problema in sine, dar redusa la dimensiuni mai mici. O
abordare directa ar fi comoda: se scrie o procedura care efectueaza cele patru instructiuni
for si, pentru fiecare combinatie posibila de operatori si operanzi, se reapeleaza recursiv
ca sa afle daca valorile operanzilor se pot obtine. Totusi, este intuitiv ca aceasta varianta

va avea o complexitate uriasa, care o face inutilizabila.

Motivul principal al nerentabilitatii acestei implementari este ca ea reface de ne-
numarate ori exact aceleasi calcule. Spre exemplu, daca N = 4, programul va incerca sa

sparga vectorul (V(1),V(2),V(3),V(4)) in doua parti. Exista trei moduri posibile:
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(a) (V(1)) st (V(2),V(3),V(4));
(b) (V(1),V(2)) si (V(3),V(4));

(c) (V(1),V(2),V(3)) si (V(4));

Pentru a studia cazul (c), expresia stanga va trebui la randul ei rupta in douad bucati,

lucru care poate fi facut in doua moduri:

(d) (V(1)) si (V(2),V(3));

(e) (V(1),V(2)) st (V(3));

Se observa ca deja secventa (V' (1), V(2)) a fost studiata de doua ori (in cazurile (b) si
(e)), iar secventa (V' (1)) tot de doua ori (in cazurile (a) si (d)). Exemplele pot continua.
Daca insa am reusi sa nu mai evaluam de doua ori aceeasi secventa, complexitatea pro-
gramului s-ar reduce foarte mult. Pentru aceasta, trebuie sa pornim cu secvente foarte
scurte (intai cele de un singur numar, apoi cele de doua numere), si sa trecem la secvente
mai lungi, bazandu-ne pe faptul ca secventele mai lungi se descompun in secvente mai
scurte care au fost deja analizate. Facem mentiunea ca o secventa cu un singur numar
poate fi parantezata intr-un singur fel (practic nu este nevoie de paranteze si operatori)
si poate produce un singur rezultat, egal cu valoarea numarului. O secventa de doua
numere poate produce maximum patru rezultate distincte, prin folosirea pe rand a celor

patru operatori disponibili.

Pentru a stoca rezultatele obtinute, vom folosi o matrice tridimensionala A de dimen-
siuni N x N x P. A[i, 7, r] indica daca exista vreo parantezare corespunzatoare a secventei
(V(i),V(i+1),...,V(j)) astfel incat sa se obtina rezultatul r. Daca o asemenea parante-
zare exista, A[i, j,r| va indica punctul in care trebuie sparta in doua expresia (printr-un
numar intre 7 si j — 1). Daca nu exista o asemenea parantezare, Az, j,r| va lua o valoare

speciala (0 de exemplu).
De aici decurge modul de initializare al matricei:
Ali, 1, V(i)] =1, Vi<i<N

(6.28)
Ali, g, r] =0, pentru orice alte valori ale lui 4, j si r

Matricea se va completa pe diagonala, incepand de la diagonala principala si ter-

minand in coltul de NE. Pentru a afla toate valorile care se pot obtine prin parantezarea
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secventei (V(i),V (i + 1),...,V(j)), se va Imparti aceasta expresie in doua parti dis-
juncte, in toate modurile posibile: (V'(2)) si (V(i+1),...,V(j)), apoi (V (i), V(i+ 1)) si
(V(i+2),...,V(j)) si asa mai departe pana la (V(:),V(i+1),..., V(5 —1)) si (V(5)).
Fiecareia din partile obtinute ii va corespunde in matrice un element de forma A[i, k| sau
Alk+1,j], cui <k < j. In orice caz, toate elementele de aceasta forma se vor afla in
matrice dedesubtul diagonalei din care face parte elementul A[é, j], deci pentru secventele
respective se cunosc deja toate valorile pe care le pot lua prin parantezare si introduce-
rea operatorilor. Tot ce avem de facut este sa combinam in toate modurile aceste valori
prin inserarea fiecaruia din cei patru operatori pentru a obtine toate valorile posibile ale

expresiei (V(2),V(i+1),...,V(j)).

Daca in final A[1, N, D] # 0, atunci problema are solutie. Vom vedea imediat si cum
se reconstituie ea. lata modul de compunere a matricei pentru exemplul din enunt (cu
deosebirea ca, in figurile de mai jos, A[i, 7] nu mai este un vector cu P elemente, ci o

multime de valori intre 0 si P — 1, aceasta reprezentare fiind mai comoda):

AL = {4} A[2,2] = {7} A[3,3] = {9} (6.29)

{4 7 7
A= 72 (v 2 (6.30)

? ?{é}

Intre numerele 4 si 7 plasam cei patru operatori si obtinem:

44+47=0 (mod 11)
4-7T=4+4=8 (mod 11)
4x7=6 (mod11)
4/7=4%x8=10 (mod 11)
AL, 2] = {0,6,8,10}

Analog se procedeaza pentru numerele 7 si 9:
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7+9=5 (mod 11)
7-9=7+2=9 (mod 11)
7x9=8 (mod 11)
7/9=7x5=2 (
A[2,3] = {2,5,8,9}

mod 11)

{4} {0,6,8,10} ?
A= 7 {7} {2,5,8,9} (6.31)
? ? (9}

Pentru a calcula A1, 3], putem grupa termenii in doua moduri: Fie primul separat
si ultimii doi separat, fie primii doi separat si ultimul separat. In primul caz, ultimii
doi termeni - dupa cum s-a vazut - pot produce patru rezultate distincte (2, 5, 8 si 9).
Combinand oricare din aceste rezultate cu primul termen (4) si adaugand orice operator,
vor rezulta 16 valori posibile, din care evident unele vor coincide. Analog se procedeaza

si pentru celalalt caz:
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Cazul 1 Cazul 11

4+2=6 (mod 11) 0+9=9 (mod 11)
4—2=2 (mod 11) 0—9=2 (mod 11)
4x2=8 (mod 11) 0x9=0 (mod 11)
4 /2=2 (mod 11) 0/9=0 (mod 11)
445=9 (mod 11) 6+9=4 (mod 11)
4—5=10 (mod 11) 6 —9=28 (mod 11)

4x5=9 (mod 11)
4 /5=3 (mod 11)

6 x9=10 (mod 11)
6/9=8 (mod 11)

(

(
44+8=1 (mod 11)
4—-8=7 (mod 11)
4 x8=10 (mod 11)

84+9=6 (mod 11)
8 —9 =10 (mod 11)
8 X9 =6 (mod 11)

4 /8=6 (mod 11) 8/9=7 (mod 11)
449=2 (mod 11) 10+9—8(m0d11)
4—9=6 (mod 11) —9=1 (mod 11)
4x9=3 (mod 11) 10 x 9 =2 (mod 11)
4/9=9 (mod 11) 10 /9=6 (mod 11)

A[1,3] ={0,1,2,3,4,6,7,8,9,10}

{4} {0,6,8,10} {0...4,6...10}
A=| 2 {7 {2,5,8,9} (6.32)
? ? {9}

Se observa ca singura valoare care nu se poate obtine prin parantezarea sirului (4, 7, 9)
este 5. Sa vedem acum si care este metoda de reconstituire a solutiei. Fie A[1, N, D] = X.
Daca X = 0, atunci nu exista solutie. Daca X # 0, atunci X indica pozitia din vector
dupa care trebuie inserat semnul. Nu se indica insa ce semn trebuie inserat, nici care
sunt valorile care trebuie obtinute pentru partea stanga, respectiv dreapta. De aceea,
vom cauta o combinatie oarecare de valori Dy si D, care se pot obtine si un operator
oarecare astfel incat Dy & Dy = D. Odata ce le gasim, vom cauta, prin aceeasi metoda,
o modalitate de a obtine valoarea D; in partea stanga a vectorului (stim sigur ca aceasta

modalitate exista) si o modalitate de a obtine valoarea Dj in partea dreapta a vectorului.
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[ata in continuare cateva detalii de implementare. Pentru efectuarea operatiilor ma-
tematice modulo P s-a scris o functie separata, Expr, care primeste doua numere X si
Y intre 0 si P — 1 si un numar Op intre 1 si 4 reprezentand codificarea operatorului
si intoarce un numar intre 0 si P, reprezentand valoarea operatiei (X OpY'). De fapt,
ar trebui ca aceasta functie sa intoarca un numar intre 0 si P — 1 daca operatia este
posibila si sa nu intoarca nimic daca operatia este imposibila, respectiv daca se incearca
o impartire la 0. Cum acest lucru nu este posibil in Pascal, am asimilat valoarea P cu
un cod de eroare, iar functia va intoarce aceasta valoare (care nu poate fi atinsa prin
operatii obisnuite) in cazul unei impartiri prin 0. Mai departe, pentru a nu face un test
separat daca rezultatul functiei reprezinta o adresa valabila in cea de-a treia dimensiune
a tabloului, am preferat sa supradimensionam tabloul cu o unitate si sa ignoram tot ceea

ce se scrie 1n coloana P.

Sa ne ocupam acum de operatiile aritmetice. Adunarea, scaderea si inmultirea se fac
in timp constant. O problema apare in cazul impartirii, deoarece ea nu mai seamana
deloc cu cea invatata pe multimea R. Pentru a calcula X/Y, trebuie gasit acel numar
Z care, iInmultit cu Y, sa dea X. Acest lucru se poate face intr-o prima faza prin
cautare secventiala (se incearca valoarea 0, apoi 1, apoi 2 si asa mai departe; trebuie
sa existe un cat deoarece P este prim). Tehnica are insa influente neplacute asupra
complexitatii, suparatoare asupra timpului de rulare si dezastruoase asupra punctajului
obtinut. De aceea, este bine ca, in masura in care timpul o permite, sa se construiasca
o tabela predefinita de calculare a inversilor. Atunci, in loc sa se efectueze impartirea
X/Y | se efectueaza inmultirea X x Y~!. Inversul unui element depinde si de modulul
ales. Programul care urmeaza construieste un tabel care a fost importat in programul
sursa ca o constanta, matricea Invers (Invers[A,B] este inversul lui B modulo A).
Liniile corespunzatoare unor numere neprime au fost totusi inserate, pentru usurinta

implementarii.

program Invert;
const NMax=30;
PMax=23;

var i,P:Integer;

function Invers (P,K:Integer) :Integer;
var i:Integer;
begin

i:=0;

repeat Inc (i) until (K*i) mod P=1;

Invers:=i;
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end;

begin
Assign (Output, "invers.txt');Rewrite (Output);
for P:=2 to PMax do
begin
Write('{',P:2,"} (");
for i:=1 to NMax do
begin
if (p in [2,3,5,7,11,13,17,19,23]) and (i<P)
then Write (Invers(P,1i) :2)
else Write(99);
if i<>NMax then Write (', ');
if i=NMax div 2 then Write (#13#10' Y
end;
WriteLn ('), "');
end;
Close (Output) ;

end.

S4 analizdm in sfarsit complexitatea: Trebuie completatd o matrice, deci O(N?) ele-
mente. Pentru fiecare element din matrice, secventa corespunzatoare din vector trebuie
sparta in doud in toate modurile posibile, deci inca O(N). Pentru fiecare descompu-
nere, trebuie combinate in toate felurile toate valorile disponibile pentru partea stanga,
respectiv dreaptd. Cum numérul de valori este O(P), rezulta o complexitate de O(P?).
Inmultind toti acesti factori rezulti o complexitate totals de O(N3 x P2). Daci nu am
fi facut impartirea a doua numere modulo P in timp constant, c¢i in O(P), atunci com-
plexitatea totala ar fi fost O(N? x P3), deci timpul de rulare putea fi si de 20 de ori mai

mare.

Programul de mai jos pare ingrozitor de lung, dar, daca avem in vedere faptul ca o
buna bucata o reprezinta constanta Invers, care este generata, putem avea sperante

sa-1 scriem 1n timpul alocat.

program ParaNT;

{$B-,I-,R—,S-}

const NMax=30;
PMax=23;
NoWay=0;
OpNames:String[4]="+-x/";

Invers:array[2..PMax,1l. .NMax] of Integer=
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{ 23(( 1,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,

{

3}

4}

5}

6}

7}

8}

9}

{10}

{11}

{12}

{13}

{14}

{15}

{16}

{17}

{18}

{19}

{20}

{21}

{22}

{23}

99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),
(1, 2,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,
99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),
(99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,
99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),
(1, 3, 2, 4,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,
99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),
(99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,
99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),
(1, 4, 5, 2, 3, 6,99,99,99,99,99,99,99,99,99,
99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),
(99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99, 99,
99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),
(99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,
99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),
(99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99, 99,
99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),
(1, 6, 4, 3, 9, 2, 8, 7, 5,10,99,99,99,99,99,
99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),
(99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99, 99,
99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),
(1, 7, 9,10, 8,11, 2, 5, 3, 4, 6,12,99,99,99,
99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),
(99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99, 99,
99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),
(99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,
99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),
(99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99, 99,
99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),
(1, 9, 6,13, 7, 3, 5,15, 2,12,14,10, 4,11, 8,
16,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),
(99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,
99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),
(1,10,13, 5, 4,16,11,12,17, 2, 7, 8, 3,15,14,
6, 9,18,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),
(99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,
99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),
(99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,
99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),
(99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,
99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),
(1,12, 8, 6,14, 4,10, 3,18, 7,21, 2,16, 5,20,
13,19, 9,17,15,11,22,99,99,99,99,99,99,99,99));
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type Matrix=array[l. .NMax, 1..NMax, 0..PMax] of Integer;
{ S—a inclus si valoarea PMax, care nu poate fi
atinsa, pentru a se depozita "deseurile" }
Vector=array[l..NMax] of Integer;
var A:Matrix; { Matricea de calcul }
V:Vector; { Numerele }

N,P,D:Integer;

procedure ReadData;
var i:Integer;
begin
Assign(Input, "input.txt');Reset (Input);
ReadLn (P, N, D) ;
for i:=1 to N do Read(V[il]);
Close (Input);

end;

function Expr(X,Y,Op:Integer) :Integer;

{ Calculeaza expresia (X Op Y) unde Op=1 ('+'),
Op=2 ('=-"), Op=3 ('%x'), Op=4 ('/'). Daca Op=4
si Y=0 se returneaza valoarea P (care nu poate
fi atinsa prin alte operatii corecte). }

begin
case Op of

1:Expr:=(X+Y) mod P;
2:Expr:=(X+P-Y) mod P;
3:Expr:=(X*Y) mod P;
4:if Y=0 then Expr:=P { = imposibil }
else Expr:=(X*Invers[P,Y]) mod P
{ S—a creat o tabela predefinita de inversi,
deoarece altfel impartirea se efectua numai
in O(P) }
end; {case}

end;

procedure Combine (i, j, k:Integer);

{ Urmeaza a se combina toate valorile posibile
pentru A[i,k] si A[k+1,j] pentru a se afla
toate valorile posibile pentru A[i, j] }

var pl,p2,0p:Integer;

begin
for pl:=0 to P-1 do

if A[i,k,pl]l<>NoWay
then for p2:=0 to P-1 do
if A[k+1, j,p2]<>NoWay



6.10. Problema 10

then { Am gasit doua valori posibile
si aplicam cel patru operatori }
for Op:=1 to 4 do
A[i, j,Expr(pl,p2,0p)]:=k;

end;

procedure ComposeMatrix;
var i, Jj,k,l:Integer;
begin
{ Initializarea matricei }
for i:=1 to N do
for j:=1 to N do
for k:=0 to P-1 do A[i, j,P]:=NoWay;

for i:=1 to N do

Ali,i,V[i]1]:=1;, { sau orice <> NoWay }

for 1:=2 to N do { Lungimea intervalelor }
for i:=1 to N-1+1 do
begin
j:=i+1-1; { S-au fixat [i, j] capetele intervalului
for k:=1i to j-1 do { Se alege locul de impartire }
Combine (i, j,k);
end;

end;

procedure SeekValues (Lo, Hi,Mid,Value:Integer;
var vl,v2:Integer; var Op:Char);
{ Se stie unde e "sparta" expresia in doua,; se cauta
valorile care trebuie obtinute pentru partea stanga,
respectiv dreapta, si pentru operator }
var i, j,k:Integer;
begin
for i:=0 to P-1 do
if A[Lo,Mid, i]1<>NoWay
then for j:=0 to P-1 do
if A[Mid+1,Hi, j]<>NoWay
then for k:=1 to 4 do
if Expr (i, j, k)=Value
then begin
vl:=1i;
v2:=7;
Op :=OpNames [k];
Exit;

end;

175



176 Capitolul 6. Probleme de concurs

end;

procedure WriteExpression(Lo,Hi,Value:Integer);
var vl,v2,Place:Integer;
Op:Char;
begin
if Lo=Hi
then Write(V[Lo])
else begin
Place:=A[Lo, Hi,Value];
SeekValues (Lo, Hi,Place,Value,vl,v2,0p);
Write(' ("),
WriteExpression(Lo,Place,vl);
Write (Op);
WriteExpression(Place+l,Hi,v2);
Write(')"');
end;

end;

procedure WriteSolution;
begin
Assign (Output, 'output.txt');Rewrite (Output);
if A[1,N,D]=NoWay
then Write('Nu exista solutie')
else WriteExpression(1l,N,D);
Writeln;
Close (Output) ;

end;

begin
ReadData;
ComposeMatrix;
WriteSolution;

end.

O posibila imbunatatire a programului de sus ar fi sa retinem in A7, j, 7] nu numai
locul unde se face sectionarea expresiei, ci si operatorul introdus si eventual si valorile
care trebuie obtinute pe partea stanga, respectiv dreapta. Totusi, volumul de date ar fi
crescut corespunzator si ar fi devenit greu de manipulat. In schimb, in versiunea prezenta,
programul merge putin mai lent, dar nesesizabil. Sa vedem de ce. Complexitatea reconsti-
tuirii expresiei in sine se afla astfel: avem de reconstituit O(N) operatori. Pentru fiecare
din ei, trebuie si cautam valorile stang si dreapta si operatorul in sine, deci O(4 x P?).

Complexitatea totald a reconstituirii datelor este O(N x P?), adica oricum mult mai mica
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fata de cea a compunerii matricei. Este preferabil sa nu complicam structurile de date si

codul scris, mai ales ca diferenta ca timp de rulare este infima.

Propunem ca tema cititorului o versiune a acestei probleme, in care nu se va mai lucra
in inelul Zp, ci intr-un grup cu elementele a, b, ¢, d, . . ., pentru care se cunoaste tabela de
compozitie. In acest caz avem un singur operator €, iar cerinta este sa se parantezeze

expresia x1 ® x9 D - - - P xy, astfel incat rezultatul sa fie y.

6.11 Problema 11

Problema celui mai lung prefix a fost data la a VIII-a Olimpiada Internationala de Infor-

matica, Veszprem 1996. Iata enuntul nemodificat al problemei:

ENUNT: Structura unor compusi biologici este reprezentata prin succesiunea con-
stituentilor lor. Acesti constituenti sunt notati cu litere mari. Biologii sunt interesati sa
descompuna o secventa lunga in altele mai scurte, numite primitive. Spunem ca o secventa
S poate fi compusa dintr-un set de primitive P daca exista N primitive p;,...,py In P
astfel incat concatenarea pips...py a primitivelor sa fie egala cu S. Aceeasi primitiva
poate interveni de mai multe ori in concatenare si nu trebuie neaparat ca toate primitivele

sa fie prezente.

Primele M caractere din S se numesc prefixul lui S' de lungime M. Scrieti un program
care primeste la intrare un set de primitive P si o secventa de constituenti 7". Programul

trebuie sa afle lungimea celui mai lung prefix al lui 1" care se poate compune din primitive

din P.

Datele de intrare apar in doua fisiere. Fisierul INPUT.TXT descrie setul de pri-
mitive P, iar fisierul DATA.TXT contine secventa de examinat. Pe prima linie din
INPUT.TXT se afla NV, numarul de primitive din P (1 < N < 100). Fiecare primi-
tiva se da pe doua linii consecutive: pe prima lungimea L a primitivei (1 < L < 20), iar

pe a doua un sir de litere mari de lungime L. Toate cele N primitive sunt distincte.

Fiecare linie din fisierul DATA.TXT contine o litera mare pe prima pozitie. El se
termina cu o linie continand un punct (,,.”). Lungimea secventei este cuprinsa intre 1 si
500.000.

Iesirea: Pe ecran se va tipari lungimea celui mai lung prefix din 7' care poate fi

compus din primitive din P.

Exemplu:
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INPUT. TXT | OUTPUT.TXT
5 A
1 B
A A
2 B
AB A
3 C
BBC A
2 B
CA A
2 A
BA B
C
B

Pe ecran se va tipari numarul 11.

Timp de rulare: 30 secunde pentru un test.

Timp de implementare: 1h.

Complexitate ceruta: O(S x L x N), unde S este lungimea secventei.

REZOLVARE: Mentionam de la inceput ca datele problemei sunt supradimensio-
nate. Nici unul din cele zece teste cu care au fost verificate programele nu a depasit in
realitate 12 primitive. In schimb, fisierul DATA . TXT a fost unic pentru toate testele si a

continut o secventa de lungime 500.000.

Problema se rezolva si in acest caz prin reducerea ei la una similara, dar cu date de
intrare mai mici. Respectiv, un prefix S al lui T se poate descompune in primitive daca
exista o primitiva p; astfel incat S = S + p; si S’ se poate descompune in primitive.
Am redus impartirea in primitive a lui S la despartirea in primitive a lui S’, care are o
lungime mai mica decat S. O prima modalitate, pur teoretica, de a rezolva problema,
este sa retinem toate prefixele lui T' care se pot descompune in primitive; in felul acesta,
putem studia prefixe din ce in ce mai lungi, bazandu-ne pe prefixe mai scurte deja studiate.
Totusi, este imposibil sa tinem minte toate prefixele lui 7', deoarece lungimea medie a

unui prefix poate atinge 250.000 caractere.

O imbunatatire care poate fi adusa acestui algoritm este urmatoarea: deoarece

toate prefixele apartin aceleiasi secvente de constituenti, 7', este suficient sa retinem
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in intregime secventa 7' si, pentru fiecare prefix ce se poate descompune in primitive,
pastram doar lungimea sa. Facand abstractie de limitarile de memorie, putem crea un
vector V' cu S variabile booleene (unde S < 500.000), iar V'[i] va indica daca subsirul de
lungime ¢ din 7" se poate descompune in primitive. V[i] va primi valoarea True daca si
numai daca exista o primitiva p in P de lungime L astfel incat sa fie indeplinite simultan

conditiile:

e V]i— L] = True;

e secventa de caractere T[1-L+1]1T[1-L+2]...T[1i] este egala cu p.

latd o prima varianta (in pseudocod) a algoritmului:

Intrare: 7', primitivele
1: pentru: =1 la S executa
2:  daca exista o primitiva p astfel incat V[i— L] si T[i— L+ 1]T[i— L+2]...T[i] =p
atunci
V[i] < True
altfel
V[i] + False
sfarsit daca
sfarsit pentru

cautd cel mai mare i pentru care V[i] = True

: tipareste ¢

Chiar si in acest caz, apare o problema, deoarece avem nevoie de doi vectori, unul
de caractere si altul de variabile booleene, ambii de lungime maxim 500.000. Necesarul
de memorie este deci cam de 1MB. Sigur, pentru calculatoarele de astazi aceasta suma
este usor de alocat, dar problema admite oricum o solutie la fel de rapida si mult mai

economica. lata care este principiul:

Pentru a vedea daca un prefix S de lungime L se poate descompune in primitive, noi
avem nevoie sa cunoastem daca prefixele de lungime mai mica se pot descompune. Dar
avem oare nevoie de toate prefixele? Nu, deoarece noi vom concatena unul din prefixele
de lungime mai mica cu o primitiva pentru a obtine noul prefix S. Ins primitivele au
lungime de maxim 20 caractere. Asadar, noi nu trebuie sa cunoastem decat daca prefixele
de lungime L — 1, L — 2, ..., L — 20 se pot descompune; restul nu ne intereseaza. In felul
acesta am eliminat vectorul V' si l-am redus la un vector de numai 20 de elemente (care in

program se numeste CanGet). La fiecare moment, cand se prelucreaza un nou caracter
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din secventa de constituenti 7', primul element din CanGet se pierde (deoarece informatia
pe care el o stocheaza este invechita), iar urmatoarele 19 elemente se deplaseaza spre
stanga cu cate o pozitie. Al 20-lea element, care acum a ramas disponibil, va fi calculat

la pasul curent.

O alta modificare porneste de la observatia ca, datorita aceleiasi limitari a lungimii
primitivelor la 20 de caractere, nu avem nevoie nici macar sa retinem intregul vector 7',
ci numai ultimele 20 de litere ale lui. La fiecare pas, litera cea mai ,,veche” din T (adica
de indice minim) se va pierde, iar la celelalte 19 litere se va adauga litera nou citita.
Avem asadar nevoie doar de un string de 20 de caractere, pe care in program l-am numit
Last. Pentru a deplasa spre stanga vectorii CanGet si Last, se pot folosi fie atribuirile

succesive, fie rutinele de acces direct la memorie.

Deoarece prefixele care se pot descompune sunt identificate in ordinea crescatoare a
lungimii, ultimul asemenea prefix gasit este tocmai cel de lungime maxima. Dar pentru
ca, in momentul in care gasim un prefix, nu putem sti dinainte ca el este ultimul, trebuie sa
retinem intr-o variabila lungimea celui mai lung prefix gasit pana la momentul respectiv,

variabila pe care o actualizam de fiecare data cand gasim un nou prefix.

In felul acesta, am reusit sa reducem memoria folosita aproape la strictul necesar,
adica numai la dictionarul de primitive si la doi vectori de cate douazeci de caractere.
Se recomanda totusi sa se aloce un buffer cat mai mare pentru citirea datelor din fisierul
DATA.TXT pentru marirea vitezei de citire. Repartizarea buffer-ului se face cu procedura

Pascal SetTextBuf.

O optimizare care nu a fost inclusa in program, fiind lasata ca tema cititorului, este
urmatoarea: daca la un moment dat, in timpul examinarii secventei de constituenti, este
intalnit un sir de cel putin 20 de prefixe consecutive, din care nici unul nu se poate
descompune in primitive, atunci nici mai departe nu vom mai intalni vreun prefix care
sa se poata descompune. Explicati de ce. Aceasta optimizare poate sa nu aduca uneori

nimic nou in evolutia programului, dar alteori poate sa reduca la zero timpul de rulare.

Prezentam mai jos codul sursa al programului. A fost preferat limbajul Pascal, deo-

arece pune la dispozitie rutine mai comode de manevrare a sirurilor de caractere.

program LongestPrefix;
{$B-,D-,I-,R—,S—}
const NMax=100;
LMax=20;
type Str20=String[LMax+1];
LexType=array[l. .NMax] of Str20;
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BooleanVector=array[l..LMax+1l] of Boolean;
BufferType=array[l..62000] of Byte;
var Lex:LexType; { Dictionarul de primitive }
N:Integer; { Numarul de primitive }
Biggest:LongInt; { Lungimea maxima }
Buf:BufferType; { Buffer de intrare }
procedure ReadPrimitives;
var i,Len:Integer;
begin
Assign(Input, "input.txt');
Reset (Input) ;
ReadLn (N) ;
for i:=1 to N do
begin
ReadLn (Len) ;
ReadLn (Lex[1]);
end;
Close (Input);

end;

procedure Decompose;
var Last:Str20; { Ultimele 20 de caractere citite }
CanGet :BooleanVector;
{ CanGet[i] indica daca Last[i] poate fi
ultimul caracter al unei descompuneri }
i,L:Integer;
Current:LongInt; { Lungimea curenta }
begin
Assign(Input, 'data.txt');
SetTextBuf (Input, Buf, SizeOf (Buf));

Reset (Input) ; { Deschide fisierul cu un buffer atasat }

Biggest:=0;
Last[0] :=Chr (LMax+1) ;
FillChar (Last,LMax, '@"');
FillChar (CanGet, LMax, True) ;

Current :=0; { Deocamdata nu s—-a citit nimic }

ReadLn (Last [LMax+1]); { Citeste primul caracter }
repeat

Inc (Current);

i:=0;

{ Cauta o primitiva potrivita }

repeat
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Inc(i);

L:=Length(Lex[1]);

CanGet [LMax+1] :=CanGet [LMax+1-L]

and (Copy(Last,LMax+2-L,L)=Lex[1]);

until CanGet[LMax+1l] or (i=N);
{ Am gasit o primitiva? }
if CanGet[LMax+1]

then Biggest:=Current;
{ Deplaseaza spre stanga CanGet si Last }
Move (CanGet [2], CanGet [1], LMax) ;
Move (Last[2],Last[1], LMax);
{ Avanseaza la urmatorul caracter }
ReadLn (Last [LMax+1]) ;

until Last[LMax+1l]='.";

Close (Input);

end;

procedure WriteSolution;

begin
Assign (Output, "output.txt');
Rewrite (Output) ;
WriteLn(Biggest);
Close (Output) ;

end;

begin
ReadPrimitives;
Decompose;
WriteSolution;

end.

6.12 Problema 12

Aceasta problema a fost propusa la a IV-a Balcaniada de Informatica, Nicosia 1996.

ENUNT: Grupul de rock U2 va da un concert in Nicosia. Un grup de N < 200 fani
U2 asteapta la coada in scopul de a cumpara bilete de la singura caserie deschisa. Fiecare
persoana vrea sa cumpere numai un bilet, iar casierul poate vinde unei persoane cel mult

doua bilete.

Casierul foloseste T'[7] unitati de timp pentru a servi al i-lea fan (1 < i < N). Este
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posibil totusi ca doi fani asezati la coada unul dupa altul (de exemplu, al j-lea si al
j + 1-lea) sa convina ca numai unul din ei sa ramana la coada, iar celalalt sa plece, daca
timpul R[j] (1 < j < N —1) in care casierul serveste al j-lea si al j + 1-lea fan este mai
mic decat T'[j] + T'[j + 1]. Deci, pentru a minimiza timpul de lucru al casierului, fiecare
persoana din coada incearca sa negocieze cu predecesorul si cu succesorul sau, ceea ce va

duce in final la o servire mai rapida.

Fiind date numerele intregi pozitive N, T[i] (1 <i < N)si R[j] (1 <j< N —1), se
cere sa se minimizeze timpul total al casierului. Acest lucru va fi realizat grupand intr-un
mod optim perechi de persoane consecutive. Atentie! Nu este necesar ca un anumit fan

sa se cupleze neaparat cu predecesorul sau cu succesorul sau.

Intrarea: In fisierul INPUT.TXT, datele de intrare sunt date pe trei linii:

e prima linie contine numarul intreg V;

e a doua linie contine N intregi: valorile T'[i], separate prin cate un spatiu;

e a treia linie contine N-1 intregi: valorile R[j], separate de asemenea prin cate un
spatiu;

lesirea se va face in fisierul OUTPUT . TXT, astfel:

e prima linie contine un intreg care reprezinta timpul total (minim) al casierului;

e pe fiecare din urmatoarele linii se afla un singur numar sau doua numere separate
prin caracterul '+’. Mai exact, fiecare linie contine numarul ¢ daca al i-lea fan este

servit singur, sau ¢ + (i + 1) daca cei doi fani sunt serviti ca o pereche.

Exemplu:

INPUT. TXT OUTPUT.TXT
7 14
5432144]|1

73 42 2 4 2+3

4+5

6+7

Timp de rulare: 15 secunde pentru un test.

Acesta este enuntul in forma lui de la Nicosia. Iata acum si completarile ,,din studio”:
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e Numarul de fani este N < 5.000;
e Complexitatea ceruta este O(N);

e Timpul de rulare este de o secunda.

REZOLVARE: O prima metoda de rezolvare o vom lasa in seama cititorului, intrucat
ea este foarte asemanatoare cu rezolvarea problemei inmultirii optime a unui sir de ma-
trice. Ideea de pornire este de a defini o matrice D cu N linii si N coloane, in care D[X, Y]
reprezinta timpul minim in care pot fi serviti fanii X, X +1,...Y — 1,Y. Scopul este
de a afla valoarea D[1, N].

Dupa cum se stie, insa, inmultirea optima a unui sir de matrice se poate determina
in timp O(N?). Pentru conditiile initiale ale problemei (N < 200), metoda se incadreaza
in timp. Ea putea fi deci folosita la concurs, pe cata vreme daca se impun conditiile
suplimentare, rezolvarea in timp cubic nu mai da rezultate. Iata ideea de rezolvare a

problemei in timp liniar.

Vom denumi o cuplare de ordin K modul in care primii K fani sunt serviti cate
unul sau cate doi. Fiecare cuplare are atasat un cost, respectiv timpul consumat de casier
pentru a servi toti fanii. Dintre toate cuplarile de ordin K, cele pentru care costul este
minim (in cazul general pot fi mai multe) se vor numi cuplari optime de ordinul K.

Cerinta problemei exprimata cu noua terminologie este: sa se gaseasca o cuplare optima
de ordinul N.

Sa presupunem acum ca am gasit cumva aceasta cuplare optima de ordinul N, pe care

o vom nota cu C'y. Daca in aceasta cuplare al K-lea fan este servit de unul singur, atunci
modul de servire al primilor K — 1 fani reprezinta o cuplare optima de ordinul K — 1, pe
care o vom nota cu Cx_;. Demonstratia nu este grea: daca fanii 1,2,..., K — 1 nu ar
fi cuplati in mod optim in cadrul lui C, atunci ar exista o cuplare a lor C_; de cost
mai mic decat C'x_y. Dar aceasta cuplare mai buna ar putea fi folosita pentru a obtine
o cuplare mai buna a tuturor celor N fani (servind primii K — 1 fani conform cuplarii
1, iar pe ceilalti conform cuplarii Cy). S-ar obtine astfel o cuplare C; de cost mai

mic decat C'y, ceea ce este absurd, deoarece am presupus Cy ca fiind optima.

In mod absolut identic se poate demonstra ca daca Cy este o cuplare optima de
ordinul NV in care fanii K si K 4 1 sunt serviti impreuna, atunci modul de servire al
primilor K — 1 fani reprezinta o cuplare optima de ordinul K — 1. Recunoastem in aceste
afirmatii principiul programarii dinamice: optimul global presupune optime locale. De
aici deducem ca, pentru a realiza o cuplare optima a primilor K fani avem nevoie de cate

o cuplare optima pentru primii K — 1 fani, respectiv pentru primii K — 2 fani, urmand ca
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apoi sa aflam care este costul minim al unei cuplari de ordin K, atat in ipoteza ca fanul

al K-lea este servit singur, cat si in ipoteza ca el este servit impreuna cu al K — 1-lea fan.

Vom crea asadar doi vectori 77 si 75, ambii cu cate N elemente, in care:

e T1[K] este timpul minim in care pot fi serviti fanii 1,2,..., K, astfel incat fanul al

K-lea sa ramana singur;

e T,[K] este timpul minim in care pot fi serviti fanii 1,2, ..., K, astfel incat fanii K

si K — 1 sa fie cuplati.

Datele initiale pe care le putem trece in cei doi vectori sunt:

e Ty[1] = 0o (un singur fan nu poate fi cuplat cu nimeni);

e T1[2] = T[1] + T[2] (daca al doilea fan ramane singur, atunci si primul ramane
singur);
e T5[2] = R[1]

Relatiile de recurenta se deduc fara prea multa bataie de cap:

o 11[K] =T[K]+ min(T1[K — 1], T[K — 1]) (daca fanul K ramane singur, atunci el
este servit in timpul T[K], iar fanul K — 1 se va cupla cu K — 2 sau va ramane

singur, dupa cum este mai convenabil);

o IH|K| = R[K — 1] +min(T1[K — 2], T5[K —2]) (daca fanul K se cupleaza cu K — 1,
atunci ei sunt serviti in timpul R[K — 1], iar fanul K — 2 se va cupla cu K — 3 sau

va ramane singur, dupa cum este mai convenabil);

Putem deci sa completam vectorii de la stanga la dreapta. Odata ce am facut aceasta,
costul minim al cuplarii de ordinul N este min(7}[N],T5[N]). Pentru a reconstitui si
asezarea fanilor, vom proceda recurent, astfel: daca T5[N| < T1[N], inseamna ca este
mai avantajos ca fanii NV si NV — 1 sa fie cuplati si reluam reconstituirea pentru fanii
1,2,...,N — 2. In caz contrar, inseamni ci este mai avantajos ca fanul N sa ramana
singur si reluam reconstituirea pentru fanii 1,2,..., N — 1. De exemplu, iata modul in

care se completeaza vectorii 17 si T, pentru exemplul din enunt:
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44+45=|3+7=|2+8=[14+10=|a+10=]4+12=

3+5=]4+7=]2+8= |2+10= |4+ 10=

T5 oo | 7|8 |11]10] 12| 14

o 1,[7] < T1[7) = Fanii 6 si 7 sunt cuplati. Reconstituim asezarea primilor 5 fani.
e 755 < Ty[5] = Fanii 4 si 5 sunt cuplati. Reconstituim asezarea primilor 3 fani.

e 75[3] < T1[3] = Fanii 2 si 3 sunt cuplati, iar primul fan este singur.

#include <stdio.h>

#define NMax 5001

typedef unsigned IntVector[NMax];
typedef long LongVector[NMax];

IntVector T, R;
LongVector T1, T2;
int N;

FILE *OutF;

void ReadData (void)
{ FILE *F=fopen("input.txt", "rt");

int i;

fscanf (F, "$d\n", &N);
for (i=1; i<=N;)

fscanf (F,"%d", &T[i++]);
for (i=1; i<N;)

fscanf (F, "%d", &R[1i++]);

long Min(long X, long Y)
{

return X<Y? X : Y;

}
void Match (void)
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{ int i;
T1[1]1=T[1]; T2[1]=0xFFFF; /+ =Infinit x/
T1[2]=T[1]+T[2]; T2[2]=R[1];
for (i=3; 1i<=N; i++)
{
T1[1i]=T[i]+Min(T1[i-1],T2[1i-1]);
T2[1]=R[1i-1]+Min(T1[i-2],T2[1-2]);

void GoBack (int K)

{
if (K)
if (T1[K]1<T2[K])
{ GoBack (K-1);
fprintf (OutF, "%d\n",K);
}
else { GoBack (K-2);
fprintf (OutF, "%d+%d\n",K-1,K);
}
}

void WriteSolution (void)

{
OutF=fopen("output.txt", "wt");
fprintf (OutF, "$d\n",Min(T1[N], T2[N]1));
GoBack (N) ;
fclose (OutF);

void main (void)

{
ReadData();

Match();
WriteSolution();

6.13 Problema 13

Probabil ca orice elev care are cat de cat experienta in programare a auzit despre pro-
blema celui mai lung subsir crescator. Cand este prezentata la concurs, problema e

,invelita” sub diverse forme. Aici o vom formaliza din punct de vedere matematic.
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ENUNT: Se da un vector cu N elemente numere intregi. Se cere sa se determine cel

mai lung subsir crescator.

Intrarea: Fisierul de tip text INPUT.TXT contine pe prima linie numarul N de
elemente din vector (N < 10.000), iar pe fiecare din urmatoarele N linii se afla cate un

element al vectorului.

Iesirea: In fisierul de tip text OUTPUT.TXT se vor lista pe prima linie lungimea L
a celui mai lung subsir crescator, iar pe urmatoarele L linii subsirul in sine. Daca exista

mai multe solutii, se va tipari una singura.

Exemplu:

INPUT. TXT | OUTPUT.TXT

[~ GRS B G ) N \ O RO

Timp de implementare: 45 minute.
Timp de rulare: 5 secunde.
Complexitate ceruta: O(N log N).

REZOLVARE: incepem prin a lamuri diferenta dintre notiunile de ,,subsir” si ,,sub-
secventa”. Fie V[1],V[2],...,V[N] vectorul citit. Prin subsir de lungime L al vectoru-
lui V' se intelege o succesiune nu neaparat continua de elemente V[K;], V[Ky), ..., V[KL],
unde K; < Ky < --- < K. Prin subsecventa de lungime L a vectorului, incepand de

la pozitia K, se intelege succesiunea continua de elemente V[K|, V[K+1], ..., V[K+L—1].

Rezolvarea prin metoda programarii dinamice este in general cunoscuta si nu vom
insista asupra ei. Probabil ca aflarea celui mai lung subsir crescator este punctul de
plecare al oricarui elev in invatarea programarii dinamice. Totusi, aceasta metoda de
rezolvare are complexitatea O(N?). In continuare prezentim o metodi mai putin cunos-
cuta si ceva mai dificil de implementat, dar mult mai eficienta. Ea are complexitatea
O(Nlog N). Vom enunta principiul de rezolvare, urmat de o schita a demonstratiei de

corectitudine.

Fie V vectorul citit. Se parcurge vectorul de la stanga la dreapta si se construiesc
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in paralel doi vectori P si ), astfel: initial vectorul ) este vid. Se ia fiecare element
din V si se suprascrie peste cel mai mic element din () care este strict mai mare ca el.
Daca nu exista un asemenea element in (), cu alte cuvinte daca elementul analizat din
V' este mai mare ca toate elementele din @), atunci el este adaugat la sfarsitul vectorului
(. Concomitent, se noteaza in vectorul P pozitia pe care a fost adaugat in vectorul )

elementul din V. Tata cum se construiesc vectorii P si () pentru exemplul din enunt:

vV Q P

21 |2 1

51 |25 12

71 2|57 1213

3 213 |7 1]2]3]2
4 23| 4 1l2(3]2]3
1 1|3]4 1{2]3]2]|3]1

Lungimea L la care ajunge vectorul @) la sfarsitul acestei prelucrari este tocmai lun-
gimea celui mai lung subsir crescator al vectorului V. Pentru a afla exact si care sunt
elementele subsirului crescator se procedeaza astfel: se cauta ultima aparitie in vectorul
P a valorii L. Sa spunem ca ea este gasita pe pozitia K. Se cauta apoi ultima aparitie
in vectorul P a valorii L — 1, anterior pozitiei K. Ea va fi pe pozitia K, ; < K.
Analog se cauta in vectorul P valorile L — 2, L — 3,...,2,1. Subsirul crescator este
S = (V[Ky,V[K2],...,VIKL]).

In figura de mai sus au fost hasurate elementele respective gasite in vectorul P. Vec-
torul @ are la sfarsit lungimea L = 3, deci cel mai lung subsir crescator are trei elemente.
Se cauta in vectorul P cifrele 3, 2 si 1 si se gasesc pe pozitiile K1 =1, Ky =4 si K3 = 5,

ceea ce inseamna ca cel mai lung subsir crescator este (2, 3, 4).

Demonstratia (care, fara a pierde din corectitudine, face apel la intuitie...) foloseste

aceleasi notatii de mai sus si are urmatoarele etape:

Propozitia 1. Vectorul Q) este in permanenta sortat crescator.
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Demonstratie. Folosim inductia matematica. Dupa primul pas (inserarea elementului
V'[1]), vectorul @ are un singur element si este bineinteles ordonat. Trebuie acum aratat
ca daca vectorul Q) este sortat dupa inserarea elementului V'[i — 1], el raméane sortat si

dupi inserarea lui V[i]. Intr-adevir, pentru elementul V[i] existi dous variante:

a) Vi] este mai mare decat toate elementele lui @), caz in care este adaugat la sfarsitul

lui @), care ramane sortat;

b) Exista t > 1 astfel incat Q[t — 1] < V[i] < Q[t], caz in care V[i] se suprascrie peste
Q[t]. Dar Qt] < Q[t+1] = Q[t — 1] < V][i] < Q[t + 1] si vectorul ) ramane

sortat.

Aceasta deductie ne va fi utila in calculul complexitatii algoritmului.

Propozitia 2. Odata ce au fost scrise pentru prima oara, elementele vectorului @ nu

mai pot decal sa scada sau sa ramana constante. Ele nu pot creste niciodata.

Demonstratie. Afirmatia este evidenta, decurgand din modul de constructie a lui Q). [

Propozitia 3. Elementele din vectorul V de la pozitia K;—1 +1 la pozitia K; —1 sunt fie

mai mici decat V[K,;_1], fie mai mari decat V[K;].

Demonstratie. Acest lucru este natural, deoarece daca ar exista K;_; < X < K, astfel
incat VK, 1] < V[X] < VI]K}], atunci sirul S ar putea fi extins cu elementul V[X], deci

nu ar fi subsir maximal, contradictie. O

Propozitia 4. Toate elementele care urmeazd in 'V dupa VK] sunt mai mici decat
VIKL].

Demonstratie. Daca ar exista X > K, astfel incat V[X] > V[Ky], atunci S ar putea fi

extins la dreapta cu V[X], contradictie. O

Propozitia 5. Elementul VK] este suprascris peste pozitia Q[1].

Demonstratie. Daca elementul V[K;| este inserat in () pe o pozitie ¢ > 1, rezulta ca,
in momentul tratarii lui V[K;], pe pozitia ¢ — 1 in vectorul @ exista deja un numar
X < V[K;]. Aceasta inseamna ca S poate fi prelungit la stanga cu X, deci S nu este un

subsir crescator maxim, contradictie. O
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Propozitia 6. Orice element V|K;] va fi suprascris in Q pe pozitia urmatoare celei pe

care a fost scris V[K;_1]

Demonstratie. Sa presupunem ca V|[K;_ ;] a fost scris peste Q[t]. Inainte de a ajunge
sa tratam elementul V[K;], a trebuit sa tratam elementele V[K; i + 1],V[K;_; +
2],...,VIK; — 1], care, dupa cum s-a stabilit la punctul (3), pot fi:

a) mai mici decat V[K;_1], caz in care ele vor fi scrise in vector pe pozitii mai mici sau

egale cu t, iar Q[t] va scadea, deci Q[t] < V[K;_1] (conform punctului 2);

b) mai mari decat V[K;|, caz in care vor fi scrise in () pe pozitii mai mari decat ¢,
asadar Q[t + 1] > V[K].

Se obtine lantul de inegalitati Q[t] < V[K;—;] < V[K;] < Q[t + 1], de unde rezulta
conform modului de constructie ca V[K;] va fi scris peste Q[t + 1]. Cu aceasta, folosind

si punctul (5), am demonstrat ca V[K;] este scris pe pozitia Q[i],Vi =1,2,..., L.

O

Dupa tratarea primelor K elemente din V', vectorul @) are lungimea L. Mai ramane

de vazut ce se intampla cu elementele V[Kp +1],..., V[N].

Propozitia 7. Elementele care % urmeaza lui V[Kp| se scriu in Q pe pozitii mai mici

sau egale cu L.

Demonstratie. Acest fapt este intuitiv daca se tine cont de punctul (4). Deducem ca la

final vectorul @ are lungime L, adica aceeasi cu a lui S. m

Modul de reconstituire a lui S din vectorul P este corect. Trebuie sa avem grija ca,
atunci cand cautam in vectorul P o aparitie a valorii X, sa o alegem pe ultima disponibila,
altfel pot aparea erori. Spre exemplu, pentru vectorii dati in exemplu, V' = (2,5,7,3,4,1)
si P =(1,2,3,2,3,1), daca se alege prima aparitie a lui 2 (pe pozitia a doua), avem
subsirul S = (2,5,4) care nu este crescator. Daca insa alegem ultima aparitie a lui 2 (pe

pozitia a patra), avem subsirul crescator maximal S = (2, 3,4).

Calculul complexitatii este usor de facut:

e Pentru constructia vectorilor P si () sunt necesare N insertii in vectorul @), care

este sortat; o insertie binara cere O(log N), asadar complexitatea primei parti este
O(NlogN).
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e Pentru reconstituirea lui S se face o singura parcurgere a vectorului P, deci O(N).

Complexitatea totala a algoritmului este O(N log N).

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#define Infinity 30000
typedef int Vector[10001];

Vector V,P,Q, *S;

int N, Len; /#* Len = Lungimea vectorului Q x/

void ReadData (void)
{ FILE *F=fopen("input.txt","rt");

int i;

fscanf (F, "%d", &N) ;
for(i=1;i<=N; i++) fscanf(F,"sd",&V[i]);
fclose (F);

int Insert(int K,int Lo, int Hi)

{ int Mid=(Lo+Hi) /2;

if (Lo==Hi)
{ if (Hi>Len) Q[++Len+l]=Infinity;
Q[Lol=K;
return Lo;
}
else if (K<Q[Mid]) return Insert (K, Lo,Mid);

else return Insert (K,Mid+1,Hi);

void BuildPQ (void)

{ int i,Place;

Len=0;Q[1]=Infinity;
for (i=1;i<=N;i++)
Pl[il=Insert(V[i], 1, Len+l);

void BuildS (void)
{ int i,K=N;
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S=malloc(sizeof (*3));
for (i=Len;i;i--)
{ while (P[K]!=i) K--;
(*S) [1]1=VI[K];

void WriteSolution (void)
{ FILE «F=fopen("output.txt","wt");

int i;

fprintf (F, "$d\n", Len);
for(i=1;i<=Len;i++) fprintf(F,"sd\n", (*S)[1]1);

fclose (F);

void main (void)

{
ReadData();

BuildPQ();
BuildsS();

WriteSolution();

Mentionam ca in sursa de mai sus se putea construi vectorul S peste vectorul @,
deoarece pentru construirea lui S nu avem nevoie decat de elementele vectorului P. In
acest fel, programul ar fi avut nevoie numai de trei vectori, iar volumul total de date
nu ar fi depasit un segment. Am preferat totusi varianta in care vectorul S este alocat

dinamic pentru a evita confuziile.

6.14 Problema 14

Continuam cu doua probleme foarte asemanatoare. Atat de asemanatoare, incat diferenta
dintre ele pare - la o privire superficiala - neglijabila. Totusi, algoritmul de rezolvare se

schimba fundamental.

ENUNT: N gramezi de mere trebuie impartite la N copii. Deoarece copiii sunt
buni prieteni, trebuie ca impartirea sa se faca in mod echitabil, fiecare primind acelasi
numar de mere. Spiritul de dreptate al copiilor este atat de puternic, incat ei prefera ca

unele mere sa nu fie date nici unui copil, decat ca unii sa primeasca mai multe mere ca



194 Capitolul 6. Probleme de concurs

altii. O conditie suplimentara este ca fie toate merele dintr-o gramada sa fie impartite
copiilor, fie gramada sa nu mai fie impartita deloc. Desigur, interesul este ca fiecare copil

sa primeasca un numar cat mai mare de mere.

Sa se selecteze un numar de gramezi din cele N astfel incat numarul total de mere sa
se divida cu [V, iar suma selectata sa fie maxima. Daca exista mai multe solutii, se cere

una singura.

Intrarea: Fisierul de intrare INPUT.TXT contine pe prima linie numarul N de
gramezi (1 < N < 100). Pe a doua linie se dau cantitatile de mere din cele N gramezi

(N numere naturale pozitive, toate mai mici ca 200, separate prin spatii).

Iesirea: In fisierul OUTPUT . TXT se va scrie pe prima linie numarul maxim de mere

gasit. Pe a doua linie se vor tipari indicii gramezilor selectate, in ordine crescatoare.

Exemplu:

INPUT.TXT | OUTPUT.TXT
4 12
3257 1 2 4

Timp de implementare: 45 minute - maxim o ora.
Timp de rulare: 1 secunda.
Complexitate cerutd: O(N?).

REZOLVARE: O prima modalitate, de altfel foarte comoda, este sa verificam toate
posibilitatile de a selecta gramezi. Aceasta presupune sa generam toate submultimile
multimii de gramezi, iar pentru fiecare submultime sa calculam suma merelor. In felul
acesta putem afla submultimea pentru care suma merelor se divide cu N si este maxima.
Din nefericire, aceasta solutie, banal de implementat, are o complexitate exponentiala,
mai precis O(N x 2V), deoarece exista 2V submultimi ale multimii gramezilor si pentru
fiecare submultime putem calcula suma merelor in timp liniar. Prin urmare, suntem

departe de complexitatea ceruta in enunt.

Punctul de plecare pentru rezolvarea corecta a problemei este din nou principiul de
optimalitate al programarii dinamice. Sa notam cu M[1], M[2],..., M[N] cantitatile de
mere din fiecare gramada. Sa consideram ca submultimea optima contine in total S mere,

iar gramada cu numarul N face parte din ea. Fie K restul impartirii lui M[N] la N, deci

M[N]= K (mod N) (6.33)
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Atunci suma S — M[N] da restul (N — K) mod N la impartirea prin N, de unde

deducem ca

S—M[N]=N-K (modN) (6.34)

De asemenea, putem afirma ca S — M[N] este cea mai mare dintre toate sumele care se
pot obtine folosind gramezile 1,2, ..., N — 1 si care dau acelasi rest la impartirea prin N.
Demonstratia nu este grea: daca ar exista o suma mai mare decat S — M[N] congruenta
cu N — K modulo N, am putea folosi aceasta suma si gramada M [N] pentru a obtine o

suma S’ > S astfel incat

S"=0 (mod N) (6.35)

Aceasta observatie ne sugereaza si metoda de rezolvare a problemei. Pentru a afla

care este submultimea de suma maxima, avem doua variante:

e Gramada N face parte din aceasta submultime, caz in care trebuie sa descoperim
cea mai mare suma care se poate obtine adunand gramezi dintre primele N — 1 si

care da restul N — K la impartirea prin N;

e Gramada /N nu face parte din aceasta submultime, caz in care trebuie sa descoperim
cea mai mare suma care se poate obtine adunand gramezi dintre primele N — 1 si

care se imparte exact la V.

Pentru ca nu putem sti de la inceput daca gramada a N-a face sau nu parte din
submultimea maximala, trebuie sa avem raspunsul pregatit pentru ambele situatii. Mai
mult, pentru a putea afla care sunt sumele maxime formate cu primele N — 1 gramezi
care dau diferite resturi (in cazul nostru 0 sau N — K) la impartirea prin N, trebuie
sa reluam exact aceeasi problema: gramada cu numarul N — 1 poate face sau nu parte
din submultime. In concluzie, putem formaliza problema astfel: avem nevoie sa putem
raspunde la toate intrebarile de forma ,,Care este suma maxima care se poate forma cu
gramezi din primele P astfel incat restul la impartirea prin N sa fie Q7”. Vom nota
raspunsul la aceasta intrebare cu R[P, Q] (unde 1 < P < N si0 < @Q < N). Raspunsurile
tuturor intrebarilor se pot deci dispune intr-o matrice R, iar scopul nostru este sa-1 aflam
pe R[N,0]. Am observat ca pentru a-l putea afla pe R[P, Q] avem nevoie de doua valori
din linia P-1 a matricei (dupa cum gramada P face sau nu parte din submultimea optima).
Pentru a afla toate elementele liniei P a matricei, este deci foarte probabil sa avem nevoie

de intreaga linie P — 1.
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Astfel, problema se reduce la a compune o linie a matricei din cea precedenta. Daca
presupunem ca gramada P nu intra in componenta submultimii optime, atunci linia P

este identica cu linia P — 1:

RIP,Q=R[P-1,Q], Y0O<Q<N (6.36)

Daca presupunem ca gramada P face parte din submultime, atunci avem egalitatea:

R[P,Q] = R[P — 1,(Q — M[P]) mod N]+ M[P], Y0<Q <N (6.37)

Alegand dintre aceste variante pe cea care ne convine mai mult, obtinem:

R[P —1,Q)]

RI[P, Q] = maX{R[P— 1,(Q — M[P]) mod N] + M[P]

} VO<Q<N  (6.38)

In felul acesta se completeaza fara nici un fel de probleme matricea R. Dupa cum
am spus, R[N,0] indicd suma maxima divizibila cu N. Mai raméane de vazut cum se
face reconstituirea solutiei. De fapt, nu avem decat sa parcurgem aceleasi etape ale
rationamentului, dar in sens invers. Respectiv: daca R[N,0] = R[N — 1,0], atunci
deducem ca gramada a N-a nu a fost folosita pentru a se obtine suma maxima si avem
nevoie sa obtinem suma maxima divizibila cu N din primele N —1 gramezi (adica R[N —
1,0]). Daca R[N,0] # R[N — 1,0], atunci gramada a N-a a fost folosita si avem nevoie
sa obtinem suma maxima de rest N — M[N]| modulo P folosind primele N — 1 gramezi.
Pe cazul general, pentru a obtine suma maxima de rest @) folosind primele P gramezi,

avem doua posibilitati:

e Daca R[P, Q] = R[P—1, @), atunci gramada P nu este folosita si trebuie sa obtinem

acelasi rest @) folosind doar primele P — 1 gramezi;

e Daca R[P, Q] # R[P — 1,Q)], atunci gramada P este folosita si trebuie sa obtinem
restul @ — M[P] modulo N folosind primele P — 1 gramezi.

Mentionam ca programul este putin diferit de ceea ce s-a explicat pana acum, in sensul
ca prima linie din matricea R corespunde ultimei gramezi de mere, a doua linie corespunde
penultimei gramezi de mere s.a.m.d. Cu alte cuvinte, gramezile de mere sunt procesate

in ordine inversa. Am facut acest lucru pentru a usura procedura de aflare a solutiei;
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se observa ca prima oara se decide daca ultima gramada face parte din submultime,
apoi penultima etc. Deci si la gasirea solutiei se genereaza gramezile in ordine inversa.
Prin aceasta dubla inversiune, indicii gramezilor de mere selectate vor fi listati in ordine
crescatoare. Daca am fi prelucrat gramezile de mere in ordinea lor din fisier, s-ar fi impus

scrierea unei proceduri recursive pentru afisarea solutiei.

Sa facem si calculul complexitatii acestui program. Citirea datelor se face in O(N),
la fel si reconstituirea solutiei. Pentru a completa o linie din matrice, avem nevoie sa
parcurgem linia precedenta, adica O(N). Pentru compunerea intregii matrice, timpul

necesar este patratic.

Mai trebuie facuta o singura observatie referitoare la modul de initializare a matricei.
Vom adauga in matricea R linia cu numarul 0, care va contine sumele maxime ce se pot
obtine fara a folosi nici o gramada. Desigur, se poate obtine numai suma 0, care da restul
0 la impartirea prin N, iar alte sume nu se pot obtine. Vom pune deci R[0,0] = 0 si
R0, i] = Impossible pentru orice 1 < i < N, unde Impossible este o constanta speciala

(preferabil negativa, pentru a nu se confunda cu valorile obisnuite din matrice).

#include <stdio.h>
#define NMax 101
#define Impossible -30000

int M[NMax], R[NMax][NMax], N;
void ReadData (void)
{ FILE «F = fopen("input.txt", "rt");

int i;

fscanf(F, "%d\n", &N);
for (i=1l; i<=N; fscanf(r, "%d", &M[i++]));
fclose (F);

void Share (void)

{ int 1i,3;

R[0] [0]=0;
for (i=1; i<N; R[O0][i++]=Impossible);

for (i=1; i<=N; i++)
{
for (3=0; J<N; J++)
R[1]1[3]1 = RIi-110[31;
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for (j=0; J<N; Jj++)
if (R[1-1]1[]j] '= Impossible
&& R[1-11[j] + M[N+1-i] >
R[i][ (R[i-11[jI+M[N+1-i]) % N ])
RIi1[ (R[1-1][J]1+M[N+1-i]) $ N ] =
R[i-11[3] + M[N+1-i];

void WriteSolution (void)
{ FILE *F = fopen("output.txt", "wt");

int i, j;

fprintf(F, "%d\n", R[N][O0]);
3=0;
for (i=N; 1i; i--)
if (R[i1[3J]1 !'= RIi-11I31)
{
fprintf(F, "%d ", N+1-1i);
j = (J + N - M[N+1-i]%N) % N;
}
fprintf(F, "\n");
fclose (F);

void main (void)

{
ReadDatal() ;
Share();
WriteSolution();

6.15 Problema 15

Problema urmatoare a fost propusa la proba de baraj de la Olimpiada Nationala de

Informatica, Slatina 1995 si este un exemplu tipic de aplicare a principiului lui Dirichlet.

ENUNT: La un SHOP din Slatina se gasesc spre vinzare P — 1 (P este un numar
prim) produse unicat de costuri X (1), X(2),..., X(P—1). Nici unul din produse nu poate
fi cumpdrat prin plata exactd cu bancnote de P$. In SHOP intrd un olimpic care are un
numar nelimitat de bancnote de P$ si o singura bancnota de Q% (1 < Q < P —1). Ce

produse trebuie sa cumpere olimpicul pentru a putea plati exact produsele cumparate?
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Intrarea: Datele de intrare se dau in fisierul de intrare INPUT . TXT ce contine doua

linii:

e pe prima linie valorile lui P si Q;

e pe a doua linie valorile costurilor produselor.

lesirea se va face in fisierul OUTPUT . TXT unde se vor lista in ordine crescatoare indicii

produselor cumparate de olimpic.

INPUT.TXT | OUTPUT.TXT
5 4 12
1 367

Timp de implementare: la Slatina s-au acordat cam 90 de minute, dar 45 ar trebui

sa fie suficiente.
Timp de rulare pentru fiecare test: 1 sec.
Complexitate ceruta: O(P).

Enuntul original nu specifica nici o limita maxima pentru valoarea lui P. Vom adauga

noi aceasta limita, respectiv P < 10.000.

REZOLVARE: Problema se reduce la a gasi un grup de obiecte pentru care suma
costurilor sa fie divizibila cu P sau sa fie congruenta cu () modulo P. Am vazut deja in
problema precedenté ci dispunem de o solutie O(N?) pentru a gasi un numar de elemente
care si se dividd cu P. In cazul nostru, trebuie sa observam insa ca nu avem P obiecte,
ci numai P — 1; in schimb, dispunem de o bancnota suplimentara de valoare (). Aceste
diferente vor fi explicate mai tarziu si se va vedea ca ele nu schimba cu nimic natura
problemei. Diferenta esentiala provine din faptul ca nu se mai cere ca suma numerelor
sa fie maxima, ca in problema precedenta. Orice combinatie de numere care dau o suma

potrivita este suficienta.

Sa incepem prin a explica principiul lui Dirichlet, care de altfel face apel numai la
intuitie si nu necesita cunostinte speciale de matematica. Acest principiu spune ca daca
distribuim N obiecte In K cutii, atunci cel putin intr-o cutie se vor afla minim [N/K]
obiecte (aici prin [N/K| se intelege ,cel mai mic intreg mai mare sau egal cu N/K”).
Demonstratia se face prin reducere la absurd: daca in fiecare cutie s-ar afla mai putin
decat [N/K obiecte, atunci numarul total de obiecte ar fi mai mic decat K x [N/K],

adica mai mic decat N.
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Spre exemplu, oricum am distribui 7 obiecte in 4 cutii, putem fi siguri ca cel putin
intr-o cutie se vor afla minim [7/4| = 2 obiecte. Intr-adevir, daci toate cutiile ar contine
cel mult cate un obiect, atunci numarul total de obiecte nu ar putea fi mai mare ca 4,

ceea ce este absurd.

Sa vedem acum cum s-ar putea aplica acest principiu la problema de fata. Sa facem

notatia

S(k) = X(i) (6.39)
si conventia S(0) = 0. Prin urmare, putem scrie egalitatea

ko
S(ka) = S(kr) = Y X(i) (6.40)
i=k1+1
Daca gasim in vectorul S doua valori S(ky) si S(ks) care dau acelasi rest la impartirea
prin P, inseamna ca diferenta lor se divide cu P, deci sirul de obiecte ki +1, k1 +2, ..., ko

poate constitui o solutie.

Sa presupunem pentru inceput ca dispunem de P obiecte. Se pune intrebarea: ce
valori poate lua restul impartirii lui S(k) prin P? Desigur, orice valoare intre 0 si P — 1.
Exista deci in total P resturi distincte. Pe de alta parte, exista P+ 1 elemente in vectorul
S (se considerd si elementul S(0)). Incepem si recunoastem aici principiul lui Dirichlet, in
care ,obiectele” sunt resturile S(0) mod P, S(1) mod P,...,S(P) mod P, iar cutiile sunt
clasele de resturi modulo P. Avem de distribuit P+1 obiecte in P cutii, asadar cel putin
intr-o cutie se vor afla [(P + 1)/P] = 2 obiecte. Prin urmare, vor exista cu siguranta
doi indici ky < ks astfel incat S(ks) — S(k1) = 0 (mod P). Nu avem decat sa tiparim
secventa k1 + 1, k1 + 2, ..., ko.

Sa vedem acum ce se intampla daca avem numai P — 1 obiecte, asa cum este cazul
problemei. Atunci avem numai P resturi posibile, deci se poate ca toate elementele din
S sa dea resturi distincte la impartirea prin P. Dar in acest caz, exista un indice k astfel

incat S(k) = @ (mod N), deci trebuie doar sa tiparim secventa de indici 1,2, ..., k.

Pentru a reuni aceste doua cazuri intr-unul singur, putem considera expresia S(k)
drept un alt mod de a scrie expresia S(k) — S(0). Problema se reduce la a cauta doi
indici ki, ke € {0,1,2,..., P} astfel incat (S(kg) — S(k1)) mod N € [0,Q]. Sa nu uitam
ca trebuie sa efectuam aceasta operatie intr-un timp liniar, deci nu avem voie sa com-

param pur si simplu doua cate doua elementele vectorului S. Vom prezenta modul in
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care se pot gasi doua elemente congruente modulo P, cazul celalalt tratandu-se analog.
Metoda consta in crearea unui alt vector, L, in care L(i) = j Inseamna ca suma S(j) da
restul ¢ la impartirea prin P. Initial, toate elementele vectorului L vor avea o valoare
speciala, eventual negativa. Apoi se parcurge vectorul S si pentru fiecare S(j) se efec-
tueazd operatia L(S(j) mod P)  j. In momentul in care se incearci reatribuirea unui
element din L care are deja o valoare data, inseamna ca am gasit cei doi indici pe care 1i

cautam.

lata un exemplu. Daca P =7 si X = (8,8,2,6,13,3), rezulta vectorul S = (8, 16, 18,
24, 37, 40). Resturile la impartirea prin 7 sunt respectiv 1, 2, 4, 3, 2 si 5.

R L

1 Oof1]-1(-1]-1(-1]-1
2 oOof1]2(-1]-1(-1]-1
4 oOf1]2(-1]13|-1]-1
3 o112 (4]3|-1]-1

Dupa cum se vede, restul 2 poate fi obtinut atat cu primele doua obiecte, cat si cu

primele 5, deci suma preturilor obiectelor 3, 4 si 5 este divizibila cu 7.

Un ultim detaliu de implementare consta in aceea ca nu este necesara memorarea
vectorului S, ci numai a elementului curent; orice alte informatii care ne trebuie la un
moment dat le putem afla din vectorii X si L. Pentru memorarea elementului curent din

S, se porneste cu valoarea 0 si la fiecare pas se adauga valoarea elementului corespunzator
din X.

#include <stdio.h>
#define NMax 10000
#define None -1

int X[NMax], L[NMax], P, Q;
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void ReadData (void)
{ FILE *F = fopen("input.txt", "rt");

int i;

fscanf(F, "%d %d\n", &P, &Q);
for (i=1; i<P; fscanf(F, "%d", &X[i++]));
fclose (F);

void FindSum(void)
{ long S=0;
FILE *F = fopen("output.txt", "wt");

int i, 3j;

for (i=1, L[0]=0; i<P; L[i++] = None);
i=0;
while ( L[ (S+=X[++1]) % P ]==None && // Restul 0
L[ (S%P+P-Q) % P ]==None ) // Restul Q
L[S%P]=1i;
for (j = 1 + ((L[S%P]!=None)? L[S%P]: L[ (S%P+P-Q) % P 1);
J <= 1; fprintf(F, "%d ", J++));
fclose (F);

void main (void)

{
ReadData();

FindSum() ;

6.16 Problema 16

Urmatoarele probleme apartin categoriei de probleme pe care, daca ne grabim, le putem
clasifica drept ,usoare”. intr—adevér, ele au solutii vizibile si foarte la indemana, dar si
solutii mai subtile si mult mai performante. Pentru a obliga cititorul sa se gandeasca si
la aceste solutii, am ales limite pentru datele de intrare suficient de mari incat sa faca

nepractice rezolvarile ,,la minut”.

ENUNT: (Generarea unui arbore oarecare cand i se cunosc gradele) Se da un vector

cu N numere intregi. Se cere sa se construiasca un arbore cu N noduri numerotate de la
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1 la N astfel incat gradele celor N noduri sa fie exact numerele din vector. Daca acest

lucru nu este posibil, se va da un mesaj de eroare corespunzator.

Intrarea: Datele de intrare se afla in fisierul INPUT.TXT. Pe prima linie se afla
numarul de noduri N (N < 10.000), iar pe a doua linie se afla cele N numere separate

prin spatii. Toate numerele sunt strict pozitive si mai mici ca 10.000.

lesirea se va face in fisierul OUTPUT.TXT. Daca problema are solutie, se va tipari
arborele prin muchiile lui. Fiecare muchie se va lista pe cate o linie, prin nodurile ad-

iacente separate printr-un spatiu. Daca problema nu are solutie, se va afisa un mesaj

corespunzator.
INPUT. TXT | OUTPUT.TXT
6 14
12321125
3 6
4 6
5 6
3 Problema nu are solutie!
2 21

Timp de implementare: 30 minute - 45 minute.
Timp de rulare: 2-3 secunde.

Complexitate ceruta: O(N log N); daca vectorul citit la intrare se presupune sortat,

se cere o complexitate O(N).

REZOLVARE: Sa incepem prin a ne pune intrebarea: cand are problema solutie si

cand nu?

Se stie ca un arbore oarecare cu N noduri are N — 1 muchii. Fiecare din aceste
muchii va contribui cu o unitate la gradele nodurilor adiacente. Deducem de aici ca suma

gradelor tuturor nodurilor este egala cu dublul numarului de muchii, adica, notand cu
G[1],G[2],...,G[N] gradele nodurilor,

™
Q
0

2. (N —1) (6.41)

Am aflat deci o conditie necesara pentru ca problema sa aiba solutie. O a doua
conditie este ca toate nodurile sa aiba grade cuprinse intre 1 si N — 1. Totusi, tinand

cont de afirmatia enuntului ca toate numerele din vector sunt strict pozitive, rezulta ca
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a doua conditie nu mai trebuie verificata. lata de ce: sa presupunem ca am verificat
prima conditie si am constatat ca suma celor N numere este 2(N — 1), iar unul dintre
numere este cel putin N. Atunci ar rezulta ca suma celorlalte N — 1 numere este cel
mult N — 2, de unde rezulta ca exista cel putin un nod de grad 0, ceea ce contrazice
informatia din enunt. Prin urmare, numai prima conditie este importanta, cea de-a doua

fiind redundanta.

Vom demonstra ca aceasta conditie este si suficienta indicand efectiv modul de
constructie a arborelui in cazul in care ea este satisfacuta. incepem prin a sorta vec-
torul de numere. Acest lucru era oricum de asteptat, deoarece complexitatea N log N
ne-o permite. Trebuie numai sa avem grija sa alegem un algoritm de sortare de com-
plexitate N log N. Programul care urmeaza foloseste heapsort-ul. Odata ce am sortat

vectorul, trebuie sa reconstituim muchiile in timp liniar, si iata cum:

e Se poate demonstra ca primele doua elemente din vectorul sortat au valoarea 1.
intr—adevér, daca toate elementele ar fi mai mari sau egale cu 2, atunci suma lor ar
fi mai mare sau egala cu 2N, ori noi stim ca suma trebuie sa fie 2N — 2, adica exista
cel putin doua elemente egale cu 1 in vector. Acest lucru rezulta imediat daca ne

gandim ca orice arbore are cel putin doua frunze.

e Vom cauta in vector primul numar mai mare sau egal cu 2. Se pune intrebarea:
exista Intotdeauna acest numar? Nu cumva exista un arbore in care toate nodurile
au grad 17 Sa aplicam conditia precedenta si sa vedem ce se intampla. Daca toate

nodurile au grad 1, atunci suma gradelor este N, ceea ce conduce la ecuatia:

N=2.(N-1) = N=2 (6.42)

e [ata deci ca exista un singur arbore in care toate nodurile sunt frunze, anume cel
cu 2 noduri unite printr-o muchie. Vom reveni mai tarziu la acest caz particular.
Deocamdata presupunem ca exista in vector un numar mai mare ca 1, pe pozitia
K in vector. Atunci vom uni nodul 1 din arbore (care stim ca are gradul 1) cu
nodul K. In felul acesta, nodul 1 si-a completat numarul necesar de vecini si poate
fi neglijat pe viitor, iar G[K| va fi decrementat cu o unitate, intrucat nodul K si-a
completat unul din vecini. Astfel, problema s-a redus la un arbore cu N — 1 noduri

numerotate de la 2 la N.

e Vectorul GG este in continuare sortat, deoarece G[K — 1] = 1 < G[K] < G[K + 1]
inainte de decrementarea lui G[K], deci dupa decrementare vom avea G[K — 1| =
1 < GIK] < GIK + 1], adica dubla relatie de ordonare se pastreaza.
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e Intrucat secventa G[2], G[3], ..., G[N] reprezinti gradele unui arbore, putem aplica
acelasi rationament ca mai Inainte pentru a deduce ca G[2] = 1. Cu ce nod vom uni
nodul 27 Daca G[K] > 1, il vom uni cu nodul K. Daca prin decrementare, G[K] a
ajuns la valoarea 1, vom trece la nodul K + 1 (despre care stim ca are gradul mai

mare ca 1) si vom trasa muchia 2 <» (K + 1).

e Procedeul acesta se repeta pana cand au fost trasate N — 2 muchii. Aceasta
inseamna ca a mai ramas o singura muchie de trasat. Iata deci ca, mai devreme sau
mai tarziu, este oricum inevitabil sa ajungem la cazul particular de arbore de care
am amintit mai devreme. Deoarece la primul pas am unit nodul 1 cu nodul K, la al
doilea pas am unit nodul 2 cu un alt nod (K sau K +1) s.a.m.d., rezulta ca in N —2
iteratii, toate nodurile de la 1 la N — 2 si-au completat numarul de vecini. De aici
rezultd ca ultima muchie pe care o vom trasa este (N — 1) <» N; putem sa tiparim
aceasta muchie ,,cu ochii inchisi”, fara nici un fel de teste suplimentare. Ultima
muchie trasata este diferita de celelalte si necesita o operatie separata de trasare
din cauza ca, in timp ce primele N — 2 iteratii uneau o frunza cu un nod intern,
aceasta ultima iteratie are de unit doua frunze, deci nu are sens sa mai cautam un

nod de grad mai mare ca 1.

Aceasta este metoda de lucru. Calculul complexitatii este simplu: Avem nevoie doar
de doi indici: Unul care marcheaza frunza curenta (in program el se numeste pur si simplu
i) si care avanseaza la fiecare pas, si unul care marcheaza primul numar mai mare ca
1 din vector (in program se numeste First) si care se incrementeaza cu cel mult 1 la
fiecare pas (deci de mai putin de N ori in total). De aici rezulta complexitatea liniara a

algoritmului.

Sa vedem cum se comporta aceasta metoda pe cazul particular al exemplului 1:
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G
1] 2 21111
sortare
111 21213
ﬁi ﬁFirst — muchia (1,4)
1y1}(1)11(2]3

i ﬁFirst = muchia (2,5)

*i ﬁFirst —> muchia (3,6)

muchia (4,6)

—
11111111111 — muchia (5,6)

Mai trebuie remarcat ca solutia nu este unica. Propunem ca tema cititorului sa scrie
un program care sa verifice in timp O(N log N) daca solutia furnizata de un alt program

este corecta.

#include <stdio.h>
int G[10001], N;
long Sum;

FILE *OutF;

void ReadData (void)
{ FILE *F=fopen("input.txt","rt");

int i;

fscanf (F, "$d\n", &N) ;
for (i=1, Sum=0; i<=N; i++)
{ fscanf(F,"%d",&G[1]);
Sum+=G[1i];
}
fclose (F);

void Sift (int K, int N)
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/% Cerne al K-lea element dintr-un heap de N elemente */

{ int Son;

/* Alege un fiu mai mare ca tatal #*/
if (K<<1<=N)

{ Son=K<<1;
if (K<<1<N && G[(K<<1l)+1]1>G[(K<<1)])

Son++;
if (G[Son]<=G[K]) Son=0;
}
else Son=0;
while (Son)

{ /% Schimba G[K] cu G[Son] x/
GIK]1=(G[K] GI[Son]) " (G[Son]=GI[K]) ;
K=Son;

/* Alege un alt fiu x/
if (K<<1<=N)
{ Son=K<<1;
if (K<<1<N && G[(K<<1l)+1]>G[(K<<1l)])
Son++;
if (G[Son]l<=G[K]) Son=0;
}

else Son=0;

void HeapSort (void)

{ int i,

/% Construieste heap-ul */
for (i=N>>1; i;) Sift(i-—,N);
/* Sorteaza vectorul #*/
for (i=N; 1i>=2;)
{ GI1]1=(GI1]1"G[i]) " (G[i]1=GI1]);
Sift(1,--1i);

void Match (void)

{ int i, First=l;

while (G[First]==1 && First<N) First++;
/% Trebuie adaugata si conditia First<N
pentru a acoperi cazul particular N=2 */

for (i=1; 1i<=N-2; i++)

207
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{ fprintf (OutF,"%d %d\n", i, First);
First+=(-—-G[First]==1);
}
fprintf (OutF, "%d %d\n", N-1, N);

void main (void)

{
ReadData () ;

OutF=fopen ("output.txt","wt");
if (Sum==(N-1)<<1)
{ HeapSort();
Match () ;
}

else fputs("Problema nu are solutie!\n",OutF);

fclose (OutF);

6.17 Problema 17

[ata un nou exemplu de problema care admite doua rezolvari: una evidenta, dar neefi-

cienta si una mai putin evidenta, dar cu mult mai eficienta.

ENUNT: Fie V un vector. Arborele cartezian atasat vectorului V' este un arbore
binar care se obtine astfel: Daca vectorul V' este vid (are 0 elemente), atunci arborele car-
tezian atasat lui este de asemenea vid. Altfel, se selecteaza elementul de valoare minima
din vector si se pune in radacina arborelui, iar arborii cartezieni atasati fragmentelor de
vector din stanga (respectiv din dreapta) elementului minim se pun in subarborele stang,
respectiv drept al radacinii. [ata, de exemplu, care este arborele cartezian al urmatorului

vector cu 8 elemente:
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In figura au fost incadrate prin dreptunghiuri punctate portiunile din stanga, respectiv
din dreapta elementului minim, impreuna cu subarborii atasati. Trebuie observat ca
arborele cartezian atasat unui vector poate sa nu fie unic, in cazul in care exista mai
multe elemente de valoare minima. Vom impune ca o conditie suplimentara ca elementul
care va fi trecut in radacina sa fie cel mai din stanga dintre minime (cel cu indicele cel

mai mic). Astfel, arborele cartezian este unic.
Cerinta problemei este ca, dandu-se un vector, sa i se construiasca arborele cartezian.

Intrarea: Fisierul de intrare INPUT . TXT contine pe prima linie valoarea lui N (N <

10.000), iar pe a doua N numere naturale mai mici ca 30.000, separate prin spatii.
lesirea se va face in fisierul text OUTPUT . TXT sub urmatoarea forma:
T, Ty ... Ty

unde 7} este indicele in vector al elementului care este parintele lui V'[i] in arborele

cartezian. Daca V[i] este radacina arborelui, atunci 7; = 0.

Exemplu: Pentru exemplul dat mai sus, fisierul INPUT. TXT este:

8
8 2415 3 6 4

Dupa cum reiese din figura, tatal elementului 8 este elementul 2, adica al doilea in
vector; tatal elementului 2 este elementul 1, adica al 4-lea in vector; tatal elementului 5

este elementul 3, adica al 6-lea in vector s.a.m.d. Fisierul de iesire este deci:

24206 486
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Complexitate ceruta: O(NV).
Timp de implementare: 45 minute - 1h.
Timp de rulare: 2 secunde.

REZOLVARE: Nu intamplator s-a impus o complexitate liniara pentru rezolvarea
acestei probleme. Altfel, ea ar fi trivialda in O(N?), prin urméatoarea metoda: scriem o
procedura care parcurge vectorul si cauta minimul, apoi se reapeleaza pentru bucatile de
vector aflate in stanga, respectiv in dreapta minimului. Pentru a demonstra ca aceasta
varianta de rezolvare are complexitate patratica, sa ne imaginam cum s-ar comporta ea

pe cazul:

V=(N N—-1 N-2 ... 2 1) (6.43)

La primul apel, procedura ar face N comparatii pentru a parcurge vectorul (deoarece
elementul minim este ultimul in vector) si s-ar reapela pentru portiunea din vector care
cuprinde primele N — 1 elemente. La al doilea apel, ar face N — 1 comparatii si s-ar
reapela pentru primele N — 2 elemente etc. In concluzie, numarul total de comparatii

facute este

N+(N—1)+(N—2)+---+1:w (6.44)

de unde rezulta complexitatea. O problema interesanta, pe care 1i vom lasa placerea
cititorului sa o rezolve, este de a demonstra ca aceasta versiune nu poate atinge o
complexitate mai buna decat O(Nlog N) si de a ardta care sunt cazurile cele mai

favorabile pe care se obtine aceasta complexitate.

A doua metoda este si ea destul de usor de inteles si de implementat. Ceea este mai
greu de acceptat este ca ea are complexitate liniara, asa cum vom incerca sa explicam
la sfarsit. Iata mai intai principiul de rezolvare: vom porni cu un arbore cartezian vid
si, la fiecare pas, vom adauga cate un element al vectorului V la acest arbore, astfel
incat structura obtinuta sa ramana un arbore cartezian. La al k-lea pas, vom adauga
elementul V[k] in arbore si vom restructura arborele in asa fel incat sa obtinem arborele
cartezian atasat primelor k£ elemente din V. Trebuie sa ne concentram atentia asupra a

doua lucruri:

1. Cunoscand arborele cartezian atasat primelor k-1 varfuri si elementul V[k]|, cum se

obtine arborele cartezian atasat primelor £ varfuri?
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2. Cum reusim sa actualizam de N ori arborele astfel incat timpul total consumat sa

fie liniar?

Pentru a raspunde la prima intrebare, pe langa vectorii V' si T, mai este necesara o
stiva S, in care vom stoca elemente ale vectorului V. Initial, stiva este vida. Atunci cand
un nou element X soseste, el va fi introdus in stiva imediat dupa ultimul numar din stiva
care are o valoare mai mica sau egala cu X. Toate elementele care se aflau inainte in
stiva pe pozitii mai mari sau egale cu pozitia pe care a fost inserat X vor fi eliminate
din stiva, iar elementul care se afla exact pe pozitia lui X va deveni fiul stang al lui X.
X 1nsusi va deveni fiul drept al predecesorului sau in stiva. La fiecare moment, primul

element din stiva este radacina arborelui cartezian.

Pentru a intelege mai bine principiul de functionare a stivei, sa analizam mai de

aproape exemplul din enunt.

La inceput stiva este vida. Primul element din V are valoarea 8, drept care il vom

pune in stiva, iar arborele cartezian va avea un singur nod:

S |8

Urmatorul element sosit este 2. Acesta este mai mic decat 8, deci trebuie introdus
inaintea lui in stiva. El va fi deci primul element din stiva si radacina arborelui cartezian

la acest moment. Concomitent, 8 va fi eliminat din stiva si va deveni fiul stang al lui 2:

S |2

Se observa ca arborele obtinut este tocmai arborele cartezian atasat secventei
(V[1], V[2]). Urmatorul element este 4, care este mai mare decat 2, deci trebuie adaugat

in varful stivei. Nici un element nu este eliminat din stiva, iar 4 devine fiul drept al lui 2:
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Urmatorul element sosit este 1, care este mai mic decat toate numerele din stiva.

Stiva se va goli, iar numarul 2 (cel peste care se va scrie 1) va deveni fiul stang al lui 1:

S 1

Deja arborele incepe sa semene cu forma sa finala. Urmeaza elementul 5, care va fi

adaugat in stiva si ,atarnat” in dreapta lui 1:

S 115

Elementul 3 este mai mare ca 1, caruia 1i va deveni fiu drept, dar mai mic ca 5, pe

care 1l va elimina din stiva:
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Urmatorul numar, 6, va fi adaugat la extremitatea dreapta a arborelui si in varful

stivei:

In sfarsit, elementul 4 va fi fiul drept al lui 3 si il va elimina din stiva pe 6, care 1i va

deveni fiu stang:
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Se observa ca arborele a ajuns tocmai la forma sa corecta. Trebuie acum sa ne ocupam
de un detaliu de implementare. Pentru a afla pozitia pe care trebuie inserat un element

in stiva avem doua metode:

1. Putem sa cautam in stiva de la dreapta la stanga (ar fi mai corect spus ,de la
varf spre baza”) pana dam de un element mai mic decat cel de inserat; programul

foloseste aceasta metoda si 1i vom discuta in final eficienta.

2. Putem face o cautare binara in stiva, intrucat elementele din stiva au valori
crescatoare de la baza spre varf (lasam demonstratia acestei afirmatii in seama
cititorului). O cautare binara intr-un vector de k elemente poate necesita, in cazul
cel mai nefavorabil, log k comparatii. In cazul cel mai nefavorabil, cand vectorul V'
este sortat crescator, elementele vor fi introduse pe rand in stiva si nu vor mai fi
scoase, deci la fiecare pas se vor face log k comparatii, unde £ ia valori de la 1 la N.

Complexitatea care rezulta este mai slaba decat cea ceruta:

N
O(logl +1log2+---+1logN) = O(Zlogk’) =

k=t (6.45)

= O(log [ [ ¥) = O(log N1) = O(N - log N)

Acesta este unul din putinele cazuri in care cautarea binara este mai ineficienta decat

cea secventiala.

Pentru usurinta programarii, sursa C de mai jos retine in stiva S nu valorile elemente-

lor, ci indicii lor in vectorul V' (deoarece acestia sunt ceruti pentru constructia vectorului

7).

#include <stdio.h>

#define NMax 10001

int V[NMax], /* Vectorul =/
T[NMax], /* Vectorul de tati #*/
S[NMax], /* Stiva =*/

N; /* Numarul de elemente x/

void ReadData (void)
{ FILE «F=fopen("input.txt","rt");

int i;
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fscanf (F, "$d\n", &N) ;
for (i=1; i<=Nj;)

fscanf(F, "%d", &V[i++]);

void BuildTree (void)

{ int i,k,LenS=0;

S[0]1=0; /* Pentru ca initial T[1] sa fie 0 */
for (i=1; 1i<=N; i++)
{ /% Cauta pozitia pe care va fi inserat V[i] =/
k=LenS+1;
while (V[S[k-11]1>VI[i]) k——;
/+ Face corecturile in S si T */
T[i]=S[k-1];
if (k<=LenS) TI[SI[k]l]l=i;
/* 1 este ultimul element din stiva, deci... */

S[LenS=k]=1i;

void WriteSolution (void)
{ FILE *F=fopen("output.txt","wt");
int i;
for (i=1; 1i<=N;)
fprintf (F,"%d ", T[i++]);
fprintf (F, "\n");

void main (void)

{
ReadDatal() ;
BuildTree();
WriteSolution();

Acum sa analizam si complexitatea acestui algoritm. In primul rand, ea nu poate fi
mai buna decat O(N), pentru ca aceasta este complexitatea functiilor de intrare si iesire.
Procedura BuildTree se compune dintr-un ciclu for in care se executa patru operatii
in timp constant si o instructiune repetitiva while. Numarul total de operatii in timp
constant care se executa in procedura este prin urmare O(N). Problema este: care este

numarul total maxim de evaluari ale conditiei logice din bucla while? Aparent, bucla
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while se executa de O(N) ori, deci numarul total de evaludri ar fi O(N?). Sa aruncam

totusi o privire mai atenta.

Fiecare evaluare a conditiei din bucla while are ca efect decrementarea lui £ si,
implicit, eliminarea unui element deja existent in stiva. Pe de alta parte, fiecare element
este introdus in stiva o singura data si deci nu poate fi eliminat din stiva decat cel mult
o data. Asadar numarul maxim de elemente ce pot fi eliminate din stiva pe parcursul
executarii procedurii BuildTree este N —1, deci numarul total de evaluari ale conditiei

este O(N). De aici rezulta ca programul are complexitate liniara.

6.18 Problema 18

ENUNT: Se da un vector nesortat cu elemente numere reale oarecare. Considerand
ca vectorul ar fi sortat, se cere sa se gaseasca distanta maxima intre doua elemente

consecutive ale sale, fara insa a sorta efectiv vectorul.

Intrarea: Fisierul INPUT.TXT contine pe prima linie numarul N de elemente din

vector (N < 5.000). Pe urmatoare linie se dau numerele separate prin spatii.
Iesirea: Pe ecran se va tipari un mesaj de forma:
Distanta maxima este D

Exemplu: Pentru fisierul de intrare cu continutul

4
5 3.2 2 3.7

raspunsul trebuie sa fie
Distanta maxima este 1.3

Timp de implementare: 30 minute.
Timp de rulare: 2-3 secunde.
Complexitate ceruta: O(N).

REZOLVARE: Desigur ca primul lucru la care ne gandim este sa sortam vectorul
si sa 1l parcurgem apoi de la stanga la dreapta, cautand distanta maxima intre doua

elemente consecutive. Complexitatea unui asemenea algoritm este O(N log V). Nici
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aceasta solutie nu este rea, iar la un concurs, comisiei de corectare i-ar veni destul de
greu sa gaseasca teste care sa departajeze un algoritm in O(N log V) de unul liniar, chiar
si pentru N = 5.000. Totusi, vom arata care este algoritmul liniar; in primul rand de
dragul ,,artei”, iar in al doilea rand pentru ca nu este cu mult mai greu de implementat

decat o sortare.

Primul lucru care trebuie facut este gasirea maximului si a minimului din vector; sa
notam aceste valori cu V,up Si Vinin. Aceste operatii se fac in timp liniar, eventual chiar
la citirea datelor din fisier. Apoi se imparte intervalul [V,,in, Vinee] de pe axa reala in

N — 1 intervale egale. Tata cazul exemplului din enunt, unde V,,,;;, = 2 i Vjpee = 5:

0 2 3,2 37 5
% | H— | >
Vmin Vmaa:
Lungimea fiecarui interval va fi deci de
Vmax - Vmin ~
D= —N 1 (in cazul nostru D = 1) (6.46)

De ce s-a facut aceasta impartire? Daca notam cu D,,,, distanta maxima pe axa
intre doua numere vecine, adica tocmai valoarea pe care o cautam, se poate demonstra
cd Dyoe > D. intr—adevér, intre cele N numere de pe axa se formeaza N — 1 intervale.
Daca presupunem ca D,,q, < D, rezulta ca distanta intre oricare doua numere consecutive
de pe axa este mai mica decat D. De aici deducem ca distanta dintre primul si ultimul

numar, adica Vi,az — Vinin, este mai mica decat (N — 1) x D. Dar aceasta duce la relatia:

Vmaaz - szn
Vmam - szn < (N - 1) : W — Vmar - szn < vmax - vmzn (647)

relatie care este absurda; demonstratia afirmatiei D,,,, > D este completa.

Urmatorul pas pe care il avem de facut este sa parcurgem inca o data vectorul de
numere si sa aflam pentru fiecare element caruia dintre intervalele de lungime 1i apartine.
Si aceasta operatie se poate face in O(N). Convenim ca daca un numar X se afla exact

la limita dintre doua intervale, adica

X=Vypn+k-D, 0<k<N (6.48)
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el sa fie considerat ca apartindnd intervalului din dreapta. Aceasta Inseamna ca
elementul de valoare V,,,, nu apartine nici unuia din cele N — 1 intervale, ci celui de-al
N-lea interval, Ve, Vinaz + D). S& vedem la ce ne ajutd acest lucru. Din moment ce
Dinaz > D, rezulta ca este imposibil ca distanta maxima sa se produca intre doua numere
din acelasi interval, deoarece distanta in cadrul aceluiasi interval nu poate atinge valoarea
D. Este deci obligatoriu ca distanta maxima sa apara intre doua elemente din intervale

distincte. Sa urmarim in figura urmatoare ce alte proprietati mai au aceste numere:

| I
I T

|
|

I3
| H —
X' Y'Y Vinaa

Daca X si Y sunt valorile intre care diferenta este maxima, este de la sine inteles ca
intre ele nu mai exista nici un numar, deoarece se prespune ca X si Y sunt consecutive
in vectorul sortat. Aceasta Inseamna insa ca X este cel mai mare numar din intervalul
sau, iar numarul X’ nu poate exista acolo unde a fost el figurat. Analog, Y este cel mai
mic numar din intervalul siu, iar numarul Y’ nu poate exista. De fapt, in nici unul din

intervalele dintre cele care le cuprind pe X si Y nu poate exista nici un numar.

Prin urmare, diferenta maxima se poate produce numai intre maximul unui interval
si minimul imediat urmator. Urmatorul pas in gasirea solutiei presupune aflarea pentru
fiecare din cele N — 1 intervale (sau N daca il consideram si pe ultimul, cel care nu il
contine decat pe V,,4,) a minimului si a maximului. Si acest pas se executa in O(N),
deoarece procesarea fiecarui element din vector se reduce la numai doua comparari, cu
minimul si cu maximul intervalului in care se incadreaza el. Vor rezulta doi vectori care

in program se vor numi Lo si He. lata care sunt valorile lor pentru exemplul nostru:

Intervalul: [2,3) [3,4) [4,5) [5,6)
Lo: 9 32 - 5
Hi: 2 3,7 — 5

Deoarece in intervalul [4,5) nu se afla elemente, rezulta ca elementele corespunzatoare
din vectorii Lo si Hi trebuie sa aiba o valoare speciala care sa informeze programul asupra
acestui lucru. De exemplu, sursa oferita mai jos foloseste urmatorul artificiu: initializeaza
vectorul Lo cu valori foarte mari (V4. + 1), astfel incat orice numar ,repartizat” intr-un
interval sa modifice aceasta valoare. Similar, vectorul Hi este initializat cu Vi, — 1.
Daca pentru un interval aceste valori se pastreaza pana la sfarsit, putem trage concluzia

ca in respectivul interval nu se afla nici un numar.



6.18. Problema 18 219

In continuare, elementele vectorilor Lo si Hi se amesteca formand un nou vector W
care de data aceasta este sortat. Sortarea este foarte usoara, pentru ca nu avem decat sa
asezam numerele in ordinea Lo[l], Hi[l], Lo[2], Hi[2], ..., Lo[N], Hi[N]. Desi la prima
vedere pare ca noul vector rezultat are 2N elemente, de fapt el are numai N elemente,

pentru ca:

e Daca intr-un interval K existd un singur numar, (cazul intervalelor [2,3) si [5,6))
sau exista numai numere egale, atunci Lo[ K| = Hi[K] si este suficient sa copiem in

W una singura dintre aceste doua valori;

e Daca intr-un interval nu exista nici un numar, putem sa nu copiem nici o valoare

in vectorul W.

Astfel, constructia vectorului W se poate face in timp liniar, mai exact in O(2N). Se
observa ca la aceasta constructie se poate intampla ca unele numere sa ,,dispara”, adica sa
nu fie trecute in vectorul W. De exemplu, daca intre numerele 3,2 si 3,7 ar mai fi existat
un numar, 3,5, el nu ar fi fost nici minim, nici maxim pentru intervalul sau, deci nu ar
fi fost copiat. Totusi, trierea in acest fel a elementelor nu afecteaza in nici un fel solutia.

In cazul nostru, nu se intAmpld si dispard nici un element, deci W = (2,3,2,3,7,5).

Dupa ce am construit vectorul W, nu mai avem decat sa-l1 parcurgem de la stanga la
dreapta si sa tiparim diferenta maxima intalnita intre doua numere consecutive (repetam,
vectorul W este sortat), aceasta ultima etapa necesitand si ea un timp liniar. Nu se poate
obtine o complexitate inferioara celei liniare, intrucat citirea datelor presupune ea insasi

N operatii.

Ca un detaliu de implementare, odata ce au fost construiti vectorii Lo si Hi, vectorul
V' nu mai este necesar, deci putem construi chiar in el vectorul W, pentru a economisi

memorie.

#include <stdio.h>

#define NMax 5000

float V[NMax+1l], Lo[NMax+1l], Hi[NMax+1l];
float Delta, Max, Min;

int N;

void ReadData (void)
/* Citeste vectorul si afla maximul si minimul =*/
{ FILE «F=fopen("input.txt", "rt");

int i;



220 Capitolul 6. Probleme de concurs

fscanf(F, "%d\n", &N);
fscanf(F, "%f", &VI[1]);
Max=Min=V[1];

for (i=2; i<=N; i++)
{
fscanf(F, "S%f", &V[il]);
if (V[i]>Max) Max=VI[i];
else if (V[i]<Min) Min=VI[i];
}
fclose (F);

void Split (void)
{ int i, K;

Delta = (Max—-Min)/(N-1);
/+ Se initializeaza vectorili Lo si Hi */

for (i=0; i<=N; Lo[i]l=Max+1l, Hi[i++]=Min-1);

/+* Se construiesc intervalele #*/
for (i=1; i<=N; i++)
{
K = (V[i]-Min) /Delta;
if (VI[i]l<Lol[K]) Lo[K]=VI[i];
if (V[i]1>Hi[K]) Hi[K]=VI[il;

void Rebuild(void)
/* Rescrie vectorul V, pentru a economisi memorie,
pastrand numai capetele intervalelor #*/

{ int i, M=0;

for (i=0;i<N; i++)

{
if (Lo[i] !'= Max+1l) VI[++M]=Lo[i];
if (Hi[i] !'= Min-1 && Hi[i] !'= Lol[i]) V[++M]=Hi[i];
}
N=M;

void FindGap (void)

/* Acum cautarea distantel maxime se face
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secvential, vectorul fiind sortat =/
{ int 1i;

float Gap=0;

for (i=2; i<=N; i++)
if (V[i]1-V[i-1] > Gap)
Gap = VI[i]-V[i-1];

printf("Distanta maxima este %0.3f\n", Gap);

void main(void)
{
ReadData() ;
if (Max==Min)
puts ("0");
else
{
Split();
Rebuild();
FindGap();
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