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programare din această carte. Totus, i, ocazional lumea ı̂mi mai cere o copie a ei s, i mă simt
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mi-as, fi putut duce munca la bun sfârs, it.





Cuvânt ı̂nainte

În ultimii ani s-au tipărit la noi ı̂n t,ară foarte multe culegeri de teorie s, i probleme de

programare. Fiecare din ele acoperă diverse domenii ale informaticii. Unele ı̂s, i propun să

init, ieze cititorul ı̂n tainele diverselor limbaje de programare, altele pun accentul mai cu

seamă pe tehnicile de programare s, i structurile de date folosite ı̂n rezolvarea problemelor.

În general, cele din prima categorie cont, in exemple cu caracter didactic s, i exercit, ii cu un

grad nu foarte sporit de dificultate, iar celelalte demonstrează matematic fiecare algoritm

prezentat, ı̂nsă neglijează partea de implementare, considerând scrierea codului drept un

ultim pas lipsit de orice dificultate.

Desigur, fiecare din aceste cărt, i ı̂s, i are rostul ei ı̂n formarea unui elev bine pregătit

ı̂n domeniul informaticii. De altfel, citirea volumului de fat, ă presupune cunoas,terea te-

meinică a cont, inutului ambelor tipuri de materiale enumerate mai sus. Totus, i, pornind

de la observat, ia că scrierea unui program impune atât conceperea algoritmului s, i demon-

strarea corectitudinii, cât s, i implementarea lui, ambele etape fiind complexe s, i nu lipsite

de obstacole, am considerat necesară scrierea unui nou volum care să trateze simultan

aceste două aspecte ale programării.

În afară de aceasta, după cum s, i titlul lucrării o spune, cartea se adresează pasionat, ilor

de informatică s, i celor care au de gând să participe la concursurile s, i olimpiadele de

informatică. Concursul include aparit, ia unui factor suplimentar care răstoarnă multe din

obis,nuint,ele programării
”
la domiciliu”: timpul. Autorul a avut la dispozit, ie patru ani

ca să descopere pe propria piele important,a acestui factor. S, i, mai mult decât durata

de timp ı̂n sine a concursului - care la urma urmei este aceeas, i pentru tot, i concurent, ii -

contează capacitatea fiecăruia de a gestiona bine acest timp.

Dacă ı̂n fat,a calculatorului de acasă, cu o sticlă de Coca-Cola alături s, i casetofonul

mergând, este ı̂ntr-adevăr un lucru lăudabil să justificăm matematic fiecare pas al algo-

ritmului, să nu ne lăsăm ı̂ns,elat, i de intuit, ie s, i să scriem programul fără să ne grăbim,

alocându-ne o jumătate din timp numai pentru depanarea lui, ı̂n schimb ı̂n timp de con-

curs lucrurile stau tocmai pe dos. De demonstrat, ii riguroase nu se mai ocupă nimeni,
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intuit, ia este la mare pret, s, i de nenumărate ori este criteriul care aduce victoria, iar

timpul de-abia dacă este suficient pentru implementarea programului, despre depanare

nemaîıncăpând discut, ii. În multe cazuri, cele două etape ale programării - conceperea s, i

implementarea algoritmului - ı̂ncep să se bată cap ı̂n cap. Uneori avem la dispozit, ie un

algoritm foarte puternic, dar nu s,tim cum s-ar putea implementa, alteori acest algoritm

nu face fat, ă volumului maxim de date de intrare, iar alteori ne dăm seama că am putea

foarte us,or să scriem un program, dar nu suntem ı̂n stare să demonstrăm că el ar merge

perfect. Foarte des se renunt, ă la implementarea algoritmilor de complexitate optimă,

care sunt alambicat, i s, i constituie adevărate focare de
”
bug”-uri, preferându-se un algo-

ritm mai lent dar care să se poată implementa rapid s, i fără dureri de cap. Mult, i olimpici

pierd clasa a IX-a, poate chiar s, i pe a X-a descoperind aceste lucruri. Cartea de fat, ă ı̂s, i

propune să le mai us,ureze drumul.

S-a presupus cunoscut limbajul de programare Pascal, cu toate instruct, iunile s, i pro-

cedurile sale standard. În carte există multe surse ı̂n limbajul C standard. Am preferat

acest lucru, des, i la concursuri se recomandă programarea ı̂n Pascal, pentru că am sperat

că un elev familiarizat cu limbajul Pascal va citi fără dificultate o sursă C s, i pentru că

am dorit ca această carte să fie s, i un exercit, iu de C, al cărui număr de utilizatori la nive-

lul liceului este destul de redus. Surse ı̂n Pascal există numai acolo unde se urmăres,te

punerea ı̂n evident, ă a unei anumite subtilităt, i a limbajului.

Tehnicile de programare s-au presupus cunoscute ı̂n esent, ă, astfel ı̂ncât am trecut

direct la unele optimizări, la exemple de folosire a lor s, i la compararea lor, respectiv

la prezentarea unor criterii ı̂n funct, ie de care să optăm pentru folosirea fiecăreia. De

asemenea, am renunt,at la definirea termenilor de graf, arbore, vector, matrice, listă, stivă

s, i a tuturor celorlalte structuri de date de bază. Am considerat interesantă prezentarea pe

larg numai a heap-urilor s, i a tabelelor de dispersie (hash), care sunt mai rar folosite s, i de

aceea mai put, in cunoscute. În sfârs, it, am presupus cunoscută not, iunea de complexitate

a unui algoritm, deoarece ı̂n toate problemele se face calculul complexităt, ii.

Cartea prezintă interes s, i pentru problemele pe care le cuprinde. Ele nu sunt banale

(de fapt, majoritatea au avut onoarea de a da bătăi de cap concurent, ilor la olimpiade)

s, i pot fi lucrate acasă de către elevi pentru ment, inerea ı̂n formă. Tocmai de aceea, am

urmărit ca, ori de câte ori am propus o problemă spre rezolvare, enunt,ul să fie dat ı̂n

aceeas, i formă pe care ar fi avut-o la un concurs: clar, detaliat, cu specificarea formatului

datelor de intrare s, i ies, ire s, i cu un exemplu sau două. Singura diferent, ă este că, de regulă,

la concursuri s, i olimpiade se precizează numai timpul limită admis pentru un test; ı̂n carte

am considerat folositor să se specifice s, i o complexitate optimă a algoritmului care rezolvă

problema, deoarece timpul de execut, ie variază ı̂n funct, ie de resursele calculatorului s, i de
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limbajul de programare folosit, deci e un criteriu mai put, in semnificativ. Timpul destinat

implementării unei probleme este ı̂n general egal cu cel care s-a acordat la concursul unde

a fost propusă respectiva problemă.

În sfârs, it, consider că programatorii care ı̂s, i propun să scrie aplicat, ii de mari dimen-

siuni ar avea destul de multe lucruri de ı̂nvăt,at din acest volum, deoarece am inclus s, i

detalii privind structuri de date mai neobis,nuite sau gestionarea economică a memoriei.

Sper să nu ı̂nchidet, i această carte cu sentimentul că mai bine n-at, i fi deschis-o.

Cătălin Frâncu
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Capitolul 1

Concursul de informatică

- de la extaz la agonie -

Cine dores,te să-s, i rezolve treburile la vremea potrivită, să-s, i ı̂mpartă cu

atent, ie timpul.

(Plaut)

Experient,a demonstrează că, oricât de mare ar fi bagajul de cunos,tint,e acumulat de un

elev, mai e nevoie de ceva pentru a-i asigura succesul la olimpiada de informatică. Aceasta

deoarece ı̂n timp de concurs lucrurile stau cu totul altfel decât ı̂n fat,a calculatorului de

acasă sau de la s,coală. Reus, ita depinde, desigur, ı̂n cea mai mare măsură de puterea

fiecăruia de a pune ı̂n practică ceea ce a ı̂nvăt,at acasă. Numai că ı̂n acest proces intervin

o serie de factori care t, in de temperament, de experient,a individuală, de numărul de ore

dormite ı̂n noaptea dinaintea concursului (care ı̂n taberele nat, ionale este ı̂ngrijorător de

mic) s, i as,a mai departe.

Cu riscul de a cădea ı̂n demagogie, trebuie să spunem că un concurs de informatică

presupune mult mai mult decât un simplu act de prezent, ă la locul desfăs,urării ostilităt, ilor.

Capitolul de fat, ă ı̂ncearcă să enunt,e câteva principii ale concursului, pe care autorul s, i

le-a ı̂nsus, it ı̂n cei patru ani de liceu, atât din experient,a proprie, cât s, i ı̂nvăt, ând de la

alt, ii. Cititorul este liber să respingă aceste sfaturi sau să le accepte, filtrându-le prin

prisma personalităt, ii sale s, i alegând ceea ce i se potrives,te.
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1.1 Înainte de concurs

Primul s, i cel mai de seamă lucru pe care trebuie să ı̂l s,tit, i este că e important s, i să

participi, dar e s, i mai important să participi onorabil, iar dacă se poate să s, i câs,tigi.

Nu trebuie să pornit, i la drum cu ı̂ngâmfare; modestia e bună, dar nu trebuie ı̂n nici un

caz să ducă la nêıncredere ı̂n sine. Fiecare trebuie să s,tie clar de ce e ı̂n stare s, i, mai

presus de toate, să se gândească că la urma urmei nu dificultatea concursului contează,

căci concursul, greu sau us,or, este acelas, i pentru tot, i. Mult mai importantă este valoarea

individuală s, i nu ı̂n ultimul rând pregătirea psihologică.

Autorul a fost peste măsură de surprins să constate că mult, i elevi merg la concurs

fără ceas s, i fără hârtie de scris. Aceasta este fără ı̂ndoială o gres,eală capitală. În timpul

concursului trebuie t, inută o evident, ă drastică a timpului scurs s, i a celui rămas. E drept

că ı̂n general supraveghetorii anunt, ă din când ı̂n când timpul care a trecut, dar e bine să

nu vă bazat, i pe nimeni s, i nimic altceva decât pe voi ı̂ns, ivă. Unii colegi spuneau
”
Ei, ce

nevoie am de ceas, oricum am ceasul calculatorului la ı̂ndemână”. As,a e, dar e extrem de

incomod să te opres,ti mereu la jumătatea unei idei, să deschizi o sesiune DOS din cadrul

limbajului de programare s, i să afli cât e ceasul.

În ceea ce prives,te hârtia de scris, ea este ı̂n mod sigur necesară. De fapt, o parte

importantă a rezolvării unei probleme este proiectarea matematică a algoritmului, lucru

care nu se poate face decât cu creionul pe hârtie. Pe lângă aceasta, majoritatea proble-

melor operează cu vectori, matrice, arbori, grafuri etc., iar exemplele pe care este testat

programul realizat trebuie neapărat verificate
”
de mână”. E de preferat să avet, i hârtie

de matematică; este foarte folositoare pentru problemele de geometrie analitică, precum

s, i pentru reprezentarea matricelor. Cantitatea depinde de imaginat, ia fiecăruia. În unele

cazuri speciale, autorului i s-a ı̂ntâmplat să umple 7-8 coli A4.

1.2 În timpul concursului

Din fericire pentru unii s, i din nefericire pentru alt, ii, majoritatea examenelor ı̂t, i cer să

dovedes,ti nu că es,ti bine pregătit, ci că es,ti mai bine pregătit decât alt, ii. Aceasta ı̂nseamnă

că s, i la olimpiada de informatică se aplică legea pes,telui mai mare sau, cum i se mai

spune, a concurent,ei. Valoarea absolută a fiecăruia nu contează chiar ı̂n totalitate, ceea

ce constituie sarea s, i piperul concursului. Într-adevăr, ce farmec ar avea să mergi la un

concurs la care se s,tie ı̂ncă dinainte cine este cel mai bun ? Este destul de amuzant să

observi cum fiecare speră să prindă
”
o zi bună”, iar adversarii săi

”
o zi proastă”.
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Este us,or să fii printre cei mai buni atunci când concursul este us,or. Mai greu e să

fii cel mai bun atunci când concursul este dur, pentru că atunci intervine - inevitabil -

dramul de noroc al fiecăruia. Niciodată ı̂nsă nu se poate invoca greutatea concursului

drept o scuză pentru un eventual es,ec. Concursul este la fel de greu pentru tot, i. Se poate

ı̂ntâmpla, mai ales dacă probele durează mai multe zile (3-4) ca nici unul din concurent, i

să nu acumuleze mai mult de 70-80% din punctajul maxim. Totus, i, aceasta nu ı̂nseamnă

că ei nu sunt bine pregătit, i; mai mult, unul dintre ei trebuie să fie primul. As,adar,

niciodată nu trebuie adoptată o strategie de genul
”
problema asta e grea s, i n-am s-o pot

rezolva perfect, as,a că nu mă mai apuc deloc de ea”. Nu trebuie să vă impacientat, i dacă

vi se ı̂ntâmplă să nu avet, i o idee genială de rezolvare a unei probleme. Nu vă cere nimeni

să facet, i perfect o problemă, ci numai să prezentat, i o solut, ie care să acumuleze cât mai

multe puncte. Evident, prima variantă este ı̂ntotdeauna preferabilă, dar nu obligatorie.

De multe ori se ı̂ntâmplă ca un elev să găsească o solut, ie cât de cât bună la o problemă

s, i, măcar că s,tie că nu va lua punctajul maxim, ci doar o parte, să renunt,e să caute o

solut, ie mai eficientă, deoarece timpul pierdut astfel ar aduce un câs,tig prea mic s, i ar

putea fi folosit la rezolvarea altor probleme. Desigur, dacă nu faci toate problemele

perfect, nu mai pot, i fi sigur de premiul I, pentru că altcineva poate să te ı̂ntreacă. Dar

pe de altă parte, locul pe care te clasezi contează numai la etapa nat, ională a olimpiadei

sau la concursurile internat, ionale. În rest, important e numai să te califici, adică să intri

ı̂n primele câteva locuri.

Ferit, i-vă ca de foc de criza de timp. E mare păcat să ratezi o problemă ı̂ntreagă pentru

că n-ai avut timp să scrii procedura de afis,are a solut, iei. Rezervat, i-vă ı̂ntotdeauna timpul

pe care ı̂l socotit, i necesar pentru implementare s, i depanare.

Niciodată, chiar dacă concursul este us,or, nu e bine să ies, it, i din sala de concurs ı̂nainte

de expirarea timpului. Oricât at, i fi de convins, i că at, i făcut totul perfect, mai verificat, i-vă;

vet, i avea de furcă cu remus,cările dacă descoperit, i după aceea că ceva, totus, i, nu a mers

bine. Putet, i face o mult, ime de lucruri dacă mai avet, i timp (des, i acest lucru se ı̂ntâmplă

rar). Iată o serie de metode de a exploata timpul:

• Verificat, i-vă programul cu cât mai multe teste de mici dimensiuni. Să presupunem

că programul vostru lucrează cu vectori de maxim 10.000 de elemente. E o idee

bună să ı̂l rulat, i pentru vectori de unul sau două elemente. Nu se s,tie cum pot să

apară erori.

• Trecet, i la polul opus s, i creat, i-vă un test de dimensiune maximă, dar cu o structură

particulară, pentru care este us,or de calculat rezultatul s, i de mână. De exemplu,

vectori de 10.000 elemente cu toate elementele egale, sau vectori de forma (1, 2, ...,
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9.999, 10.000). Dacă nu putet, i să editat, i un asemenea fis, ier de mână, copiind s, i

multiplicând blocuri, putet, i scrie un program care să-l genereze.

• Dacă ı̂ncă v-a mai rămas timp, creat, i-vă un program care să genereze teste alea-

toare. Spre exemplu, un program care să citească un număr N s, i să creeze un fis, ier

INPUT.TXT ı̂n care să scrie N numere aleatoare. Într-o primă fază, putet, i folosi

aceste teste pentru a verifica dacă nu cumva la valori mai mari programul nu dă

eroare, nu se blochează (la alocarea unor zone mari de memorie) sau nu depăs,es,te

limita de timp, caz ı̂n care mai avet, i de lucru.

• Dacă tot nu vă dă nimeni afară din sală, putet, i scrie un alt program auxiliar care,

primind fis, ierul INPUT.TXT s, i fis, ierul OUTPUT.TXT produs de programul vostru,

verifică dacă ies, irea este corectă. Aceasta deoarece, de obicei, este mult mai us,or

de verificat o solut, ie decât de produs una (sau, cum spunea Murphy,
”
cunoas,terea

solut, iei unei probleme poate ajuta ı̂n multe cazuri la rezolvarea ei”). Folosind

”
generatorul” de teste s, i ”

verificatorul”, putet, i testa programul mult mai bine. De

altfel, la multe probleme chiar testele rulate de comisia de corectare sunt create tot

aleator.

• În caz că at, i dat o solut, ie euristică la o problemă NP-completă, putet, i implementa

s, i un backtracking ca să vedet, i cât de bune sunt rezultatele găsite euristic. Apoi,

putet, i ı̂ncepe să modificat, i funct, ia euristică pentru a o face cât mai performantă.

S, i, ca să nu mai lungim vorba, iată o strategie care pare să dea rezultate:

A) Imediat ce primit, i problemele, citit, i toate enunt,urile s, i facet, i-vă o idee aproxi-

mativă despre gradul de dificultate al fiecărei probleme. Neapărat verificat, i dacă se dau

limite pentru datele de intrare (numărul maxim de elemente ale unui vector s, i valoarea

maximă a acestora, numărul maxim de noduri dintr-un graf etc.) s, i pentru timpii de

execut, ie pentru fiecare test. Dacă nu se dau, ı̂ntrebat, i imediat. Dimensiunea input-ului

poate schimba radical dificultatea problemei. Spre exemplu, pentru un vector cu N = 100

elemente, un algoritm O(N3) merge rezonabil, pe când pentru N = 10.000 acelas, i algo-

ritm ar depăs, i cu mult cele câteva secunde care se acordă de obicei. Fair-play-ul cere să

punet, i ı̂ntrebările cu voce tare, pentru ca s, i ceilalt, i să audă; de altfel, nu avet, i nici un

motiv să vă ferit, i de ceilalt, i concurent, i. Cei care sunt interesat, i de aceste ı̂ntrebări le-ar

pune oricum s, i ei, iar cei care nu sunt interesat, i vor ignora oricum răspunsul.

Dacă există probleme care cer să se găsească un optim (maxim/minim) al unei valori,

ı̂ntrebat, i dacă se acordă punctaje part, iale pentru solut, ii neoptime. S, i acest fapt poate

schimba natura problemei. După aceasta,
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 Nr_probleme_nerezolvate := Nr_probleme_primite;



 while (Nr_probleme_nerezolvate>0)

 and not ('Timpul a expirat, va rugam sa salvati') do

 begin

B) Facet, i o ı̂mpărt, ire a timpului pentru problemele rămase proport, ional cu punctajul

fiecărei probleme. În general problemele au punctaje egale, dar nu totdeauna. De exem-

plu, dacă o problemă e cotată cu 100 puncte, iar alta cu 50, vet, i aloca de două ori mai

mult timp primei probleme, chiar dacă nu vi se pare prea grea. Încercat, i să nu depăs, it, i

niciodată limitele de timp pe care le-at, i fixat. Dacă ı̂n schimb reus, it, i să economisit, i timp

fat, ă de cât v-at, i propus, cu atât mai bine, vet, i face o realocare a timpului s, i vet, i avea

mai mult pentru celelalte probleme.

C) Apucat, i-vă de problema cea mai simplă, chiar dacă e punctată mai slab. Mai

bine să ducet, i la bun sfârs, it o problemă us,oară s, i să luat, i un punctaj mai mic, decât să vă

apucat, i de o problemă grea s, i să nu terminat, i niciuna. Dacă toate problemele par grele,

aleget, i-o pe cea din domeniul care vă este cel mai familiar, ı̂n care at, i lucrat cel mai mult.

Dacă vă este indiferent s, i acest lucru, aleget, i o problemă unde simt, it, i că avet, i o idee

simplă de rezolvare. Dacă, ı̂n sfârs, it, nu avet, i nici o idee la nici o problemă, apucat, i-vă

de cea mai bine punctată.

D) Citit, i din nou enunt,ul, de data aceasta cu mare grijă. Întrebat, i supraveghetorul

pentru orice nelămurire. Dacă anumite lucruri nu sunt specificate, iar profesorul nu vă

dă nici un fel de informat, ii suplimentare, tratat, i problema ı̂n cazul cel mai general. Iată

mai multe exemple frecvente ı̂n care enunt,ul nu este limpede:

• Dacă nu se precizează cât de mari pot fi ı̂ntregii dintr-un vector, nu lucrat, i pe

Integer, nici pe Word, ci pe LongInt;

• În problemele de geometrie analitică, e bine să presupunet, i că punctele nu au co-

ordonate ı̂ntregi, ci reale;

• De asemenea, pătratele s, i dreptunghiurile nu au neapărat laturi paralele cu axele,

ci sunt as,ezate oricum ı̂n plan (aceasta poate ı̂ntr-adevăr să complice extrem de

mult problema; nu vă doresc să vă izbit, i de o asemenea neclaritate...);

• Dacă fis, ierul de intrare cont, ine string-uri, să nu presupunet, i că ele au maxim 255

de caractere. Mai bine scriet, i propria voastră procedură de citire a unui string, care

să citească din fis, ier caracter cu caracter până la Eoln, decât să avet, i surprize.
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Dacă S este o variabilă de tip String, ReadLn(S) ignoră tot restul rândului care

depăs,es,te lungimea lui S.

• Grafurile nu sunt neorientate, ci orientate. În principiu, enunt,ul nu are voie să fie

neclar ı̂n această privint, ă, dar au existat cazuri de nêınt,elegere.

E) Începet, i să vă gândit, i la algoritmi cât mai buni, estimând ı̂n acelas, i timp s, i cât v-ar

lua ca să-i implementat, i. Facet, i, pentru fiecare idee care vă vine, calculul complexităt, ii.

Nu trebuie neapărat să găsit, i cel mai eficient algoritm, ci numai unul suficient de bun.

În general, trebuie ca, dintre tot, i algoritmii care se ı̂ncadrează ı̂n timpul de rulare, să-l

aleget, i pe cel care este cel mai us,or de implementat. Iată un exemplu:

• Să presupunem că timpul de testare este de 5 secunde, lucrat, i pe un 486DX4,

algoritmul vostru are complexitatea O(N3), iar N este maxim 100. Un 486 face

câteva milioane de operat, ii elementare pe secundă, să zicem 4.000.000. Aceasta

ı̂nseamnă ceva mai put, ine operat, ii mai costisitoare (atribuiri, comparat, ii etc.) pe

secundă. Să ne oprim deci la cifra de 1.000.000. Programul vostru are timp de

rulare cubic, iar N3 este maxim 1.000.000. De aici deducem că programul ar trebui

să se ı̂ncadreze ı̂ntr-o secundă. Calculul nostru este grosier, dar luând s, i o marjă

de eroare arhisuficientă, rezultă că programul trebuie să meargă cu us,urint, ă ı̂n 5

secunde, deci algoritmul este acceptabil.

F) Dacă algoritmul găsit este greu de implementat, mai căutat, i un altul o vreme.

Trebuie ı̂nsă ca timpul petrecut pentru găsirea unui nou algoritm plus timpul necesar

pentru scrierea programului să nu depăs,ească timpul necesar pentru implementarea pri-

mului algoritm, altfel nu câs,tigat, i nimic. Deci nu exagerat, i cu căutările s, i nu ı̂ncercat, i să

reducet, i dincolo de limita imposibilului complexitatea algoritmului. Mai ales, nu uitat, i

că programul nu poate avea o complexitate mai mică decât dimensiunea input-ului sau a

output-ului. De exemplu, dacă programul cites,te sau scrie matrice de dimensiune N×N ,

nu are sens să vă batet, i capul ca să găsit, i un algoritm mai bun decât O(N2).

G) Dintre toate ideile de implementare găsite (care se ı̂ncadrează fără probleme ı̂n

timp), o vet, i alege pe cea mai scurtă ca lungime de cod. De exemplu:

• Dacă N ≤ 1.000 s, i dispunet, i de doi algoritmi, unul pe care ı̂l estimat, i cam la 200

de linii de program, de complexitate O(N logN) s, i unul de 100 de linii de comple-

xitate O(N2), cel de-al doilea este evident preferabil, pentru că nu pierdet, i nimic

din punctaj, sau cel mult pierdet, i un test prin cine s,tie ce ı̂ntâmplare, ı̂n schimb
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câs,tigat, i timp pret, ios pe care ı̂l putet, i folosi pentru alte probleme. Binêınt,eles,

primul program este mai eficient, dar ı̂n condit, ii de concurs el este prea eficient.

Este o mândrie să facet, i o problemă perfect chiar dacă ratat, i o alta, dar este un

câs,tig s, i mai mare să facet, i amândouă problemele suficient de bine.

H) În general, pentru orice problemă există cel put, in o solut, ie, fie s, i una slabă. Sunt

numeroase cazurile când nici nu vă vine altă idee de rezolvare decât cea slabă. De regulă,

când nu avet, i ı̂n minte decât o rezolvare neeficientă a problemei, care s,tit, i că nu o să

treacă toate testele (un backtracking, sau un O(N5), O(N6) etc.), e bine să ı̂ncercat, i

următorul lucru:

• Să presupunem că v-a mai rămas o oră pentru rezolvarea acestei probleme. Calculat, i

cam cât timp v-ar trebui ca să implementat, i rezolvarea slabă. Să zicem 40 de

minute. În acest calcul trebuie să includet, i s, i timpul de depanare a programului

(care variază de la persoană la persoană) s, i pe cel de testare. Dacă suntet, i foarte

siguri pe voi, putet, i să neglijat, i timpul de testare, dar orice program trebuie testat

cel put, in pe exemplul de pe foaie.

• Mai rămân deci 20 de minute, timp ı̂n care vă putet, i gândi la altceva, la altă solut, ie.

Pentru a avea s,anse mai mari să găsit, i o altă solut, ie, este indicat să ı̂ncercat, i să

ignorat, i complet solut, ia slabă, să nu o luat, i ca punct de plecare. Încercat, i să vă

”
golit, i” mintea s, i să găsit, i ceva nou, altfel vă vet, i ı̂nvârti mereu ı̂n cerc.

• Dacă vă vine vreo idee mai bună, at, i scăpat de griji s, i merget, i la punctul (F).

Altfel, la expirarea timpului de 20 de minute, vă apucat, i să implementat, i solut, ia pe

care o avet, i, oricât de ineficientă ar fi (de fapt, orice solut, ie, oricât de ineficientă,

trebuie să ia măcar o treime sau o jumătate din punctaj, dacă nu apar erori de

implementare).

• Putet, i, ca o măsură extremă, să depăs, it, i cu maximum 5 minute cele 20 de minute

planificate, dar de cele mai multe ori acesta e timp pierdut, deoarece intervine

stresul s, i nu putet, i să vă mai concentrat, i.

I) Dacă at, i ajuns până aici ı̂nseamnă că at, i optat pentru o variantă de implementare.

Din acest moment, pentru această variantă vet, i scrie programul, fără a vă mai gândi la

altceva, chiar dacă pe parcurs vă vin alte idei. Iată unele lucruri pe care e bine să le s,tit, i

despre scrierea unui program:
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• Datele de intrare se presupun a fi corecte. Aceasta este o regulă nescrisă (uneori) a

concursului de informatică. Chiar dacă, prin absurd, s,tit, i sigur că datele de intrare

trebuie verificate, mai bine n-o facet, i, din mai multe motive. În primul rând, scopul

cu care v-a fost dată problema este altul decât să se constate cine verifică mai bine

datele de intrare. De aceea, cel mult un test sau două vor fi cu date gres, ite. În

al doilea rând, nu se justifică să risipit, i atâta timp numai pentru câteva puncte pe

care le-at, i putea pierde dacă nu facet, i verificarea. În al treilea rând, e posibil să

gres, it, i oricum problema ı̂n sine, caz ı̂n care nu mai contează dacă at, i citit perfect

datele de intrare. În sfârs, it, legea lui Murphy spune că
”
oricâte teste ar efectua

cineva asupra datelor de intrare, se va găsi cineva care să introducă date gres, ite”.

Efortul este deci zadarnic...

• Ultimul lucru, când suntet, i convins, i că programul este terminat s, i când v-at, i hotărât

să nu ı̂l mai modificat, i, adăugat, i opt, iunile de compilare. Putet, i face aceasta

apăsând Ctrl-O O. La ı̂nceputul programului vor apărea directivele de compi-

lare. Setat, i $B, $I, $R s, i $S pe - (minus). Eventual, putet, i include direct linia

{$B-,I-,R-,S-} imediat după titlul programului. Aceasta va face compilato-

rul să nu mai evalueze complet expresiile booleene, să nu mai verifice operat, iile de

intrare/ies, ire, domeniul de atribuire (Range Checking) s, i stiva (Stack Checking).

Există două avantaje majore: ı̂n primul rând că programul merge mai repede (se

câs,tigă câteva procente bune la viteză), iar ı̂n al doilea rând, psihologic vorbind,

este preferabil ca un program să se blocheze decât să se oprească printr-un banal

Range check error. Nu vă grăbit, i să punet, i directivele de compilare ı̂ncă de

la ı̂nceput, deoarece nu vet, i mai primi mesajele corespunzătoare de eroare s, i vă va

fi mai greu să depanat, i programul.

• Pe cât este posibil, ı̂ncercat, i să convinget, i juriul să nu vă ruleze sursa (Pascal sau

C/C++), ci direct executabilul. Merge simt, itor mai repede. Asta numai ı̂n cazul

ı̂n care vă temet, i că programul ar putea să nu se ı̂ncadreze ı̂n timp.

• Dacă se poate, evitat, i lucrul cu pointeri. Programele care ı̂i folosesc sunt mai greu

de depanat s, i se pot bloca mult mai us,or.

• Să presupunem că avet, i de lucrat cu matrice de dimensiuni maxim 100 × 100.

Unii elevi au obiceiul să dimensioneze la ı̂nceput matricele de 5 × 5 sau 10 × 10,

doarece sunt mai comod de evaluat cu Evaluate (Ctrl-F4) sau Watch (Ctrl-F7).

Acest lucru este adevărat, dar există riscul ca la sfârs, it să uitat, i să redimensionat, i

matricele de 100× 100. Decât să facet, i o asemenea gres,eală (care ı̂n mod sigur vă

va compromite toată problema), mai bine setat, i dimensiunile corecte de la ı̂nceput.
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De altfel, ideal ar fi ca depanarea programelor să fie suprimată cu totul s, i programul

să meargă din prima.

• Evitat, i lucrul cu numere reale, dacă putet, i. Operat, iile ı̂n virgulă mobilă sunt mult

mai lente. De exemplu, testul dacă un număr este prim nu va ı̂ncepe ı̂n nici un caz

cu linia

 while i <= Sqrt(N) do

ci cu linia

 while i * i <= N do

Din punct de vedere logic, condit, iile sunt perfect echivalente. Totus, i, prima se

evaluează de câteva zeci de ori mai ı̂ncet decât a doua.

• Dacă lucrat, i cu numere reale, nu folosit, i testul

 R1=R2

deoarece pot apărea erori, ci implementat, i o funct, ie:

 function Equal(R1,R2:Real):Boolean;

 begin

 Equal:=(Abs(R1-R2)<0.00001);

 end;

Numărul de zerouri de după virgulă trebuie să fie suficient de mare astfel ı̂ncât două

numere diferite să nu fie tratate drept egale (se poate lucra de pildă cu 0.000001).

• Tot ı̂n cazul numerelor reale, evitat, i pe cât posibil să facet, i ı̂mpărt, iri, deoarece sunt

foarte greoaie. De exemplu:

X/5↔ 0.2 ∗X
X/Y/Z ↔ X/(Y ∗ Z)

• Optimizările de genul
”
X shl 1” respectiv

”
X<<1” ı̂n loc de

”
2*X” sunt nis,te

artificii de cele mai multe ori neesent, iale, care ı̂n schimb fac formulele mai lungi,

greu de urmărit s, i pot crea complicat, ii. Cel mai bine este să lucrat, i cu notat, iile

obis,nuite s, i doar la sfârs, it, dacă timpul de rulare trebuie redus cu orice pret, , să

facet, i ı̂nlocuirile.
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• Aleget, i-vă numele de variabile ı̂n as,a fel ı̂ncât programul să fie clar. Sunt permise

mai mult de două litere! Numele fiecărei proceduri, funct, ii, variabile trebuie să-

i explice clar utilitatea. E drept, lungimea programului cres,te, dar codul devine

mult mai limpede s, i timpul de depanare scade foarte mult. Ca o regulă generală,

claritatea programelor face mult mai us,oară ı̂nt,elegerea lor chiar s, i după o perioadă

mai ı̂ndelungată de timp (luni, ani). Nu trebuie nici să cădet, i ı̂n cealaltă extremă.

De exemplu, nu depăs, it, i 10 caractere pentru un nume de variabilă.

• Salvat, i programul cât mai des. Dacă vă obis,nuit, i, chiar la fiecare două-trei linii.

După ce o să vă intre ı̂n reflex n-o să vă mai incomodeze cu nimic acest obicei, mai

ales că ı̂n ziua de azi salvarea unui program de 2-3 KB se face practic instantaneu.

Au fost frecvente cazurile ı̂n care o pană de curent prindea pe picior gres, it mult, i

concurent, i, iar după aceea nu mai este absolut nimic de făcut, pentru că nimeni nu

vă va crede pe cuvânt că at, i făcut programul s, i că el mergea.

• Obis,nuit, i-vă să programat, i modular. Facet, i proceduri separate pentru citirea s, i

init, ializarea datelor, pentru sortare, pentru afis,area rezultatelor etc. În general nu

se recomandă să scriet, i proceduri ı̂n alte proceduri (adică e bine ca toate procedurile

să apart, ină direct de programul principal). Procedurile, acolo unde e posibil, nu

trebuie să depăs,ească un ecran, pentru a putea avea o viziune de ansamblu asupra

fiecăreia ı̂n parte . Acest lucru ajută mult la depanare.

• Rulat, i programul cât mai des. În primul rând după ce scriet, i procedura de citire

a datelor. Dacă e nevoie de sortarea datelor de intrare, nu strică să vă convinget, i

că programul sortează bine, rulând două-trei teste oarecare. E păcat să pierdet, i

puncte dintr-o gres,eală copilărească.

• O situat, ie delicată apare când fis, ierul de intrare cont, ine mai multe seturi de date

(teste). În acest caz, atent, ia trebuie sporită, deoarece dacă la primul sau al doilea

test programul vostru dă eroare s, i se opres,te din execut, ie, vet, i pierde automat s, i

toate celelalte teste care urmează. Dacă ı̂n fis, ierul de intrare exista un singur set de

date, atunci pierderea din vedere a unui caz particular al problemei nu putea duce,

ı̂n cel mai rău caz, decât la picarea unui test. As,a ı̂nsă, picarea unui test poate

atrage după sine picarea tuturor celor care ı̂i urmează. Pe lângă corectitudinea

strict necesară, programul trebuie să se ı̂ncadreze s, i ı̂n timp pentru orice fel de

test. Dacă la primul sau al doilea test din suită programul depăs,es,te timpul (sau, s, i

mai rău, se blochează), e foarte probabil să fie oprit din execut, ie de către comisie,

deci din nou vet, i pierde toate testele care au rămas neexecutate. Uneori comisia

este binevoitoare s, i acceptă să modifice fis, ierul de date, tăind din el setul pe care
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programul vostru nu merge, dar acest lucru este greoi s, i nu tocmai cinstit fat, ă de

ceilalt, i concurent, i, deci nu vă bazat, i pe asta.

• Tot ı̂n situat, ia ı̂n care există mai multe seturi de date ı̂n fis, ierul de intrare, dacă

ies, irea se face ı̂ntr-un fis, ier, este bine ca după afis,area rezultatului pentru fiecare test

să actualizat, i fis, ierul de ies, ire (fie prin comanda Flush, fie prin două proceduri,

Close s, i Append). În felul acesta, chiar dacă la unul din teste programul se

blochează sau dă eroare, rezultatele deja scrise rămân scrise. Altfel, e posibil ca

rezultatele de la testele anterioare să rămână ı̂ntr-un buffer ı̂n memorie, fără a fi

”
vărsate” pe disc.

• Dacă fis, ierul de ies, ire are dimensiuni foarte mari, de exemplu dacă vi se cer toate

solut, iile, iar numărul acestora este de ordinul zecilor de mii, putet, i avea surpriza

ca timpul să nu vă ajungă pentru a le tipări pe toate ı̂n fis, ierul de ies, ire. S, i ı̂n

acest caz, este recomandat ca după tipărirea fiecărei solut, ii să executat, i comanda

Flush, sau să ı̂nchidet, i fis, ierul de ies, ire s, i să-l redeschidet, i ı̂n modul Append.

J) Dacă at, i trecut cu bine s, i de faza de scriere a programului, mai avet, i doar părt, ile

de depanare s, i testare, care de multe ori se ı̂mbină. Metoda cea mai bună de depanare

este următoarea:

• Începet, i cu un test nici prea simplu, nici prea complicat (s, i us,or de urmărit cu

creionul pe hârtie) s, i executat, i-l de la cap la coadă. Dacă merge perfect, trecet, i la

teste mai complexe (minimum 4 teste s, i maxim 7-8). Dacă le trece s, i pe acestea,

putet, i fi mândri. Legile lui Murphy ı̂n programare se aplică ı̂n continuare:
”
Depa-

narea nu poate demonstra că un program merge; ea poate cel mult demonstra că un

program nu merge”. Totus, i, dacă programul vostru a mers perfect pe 7-8 teste date

la ı̂ntâmplare, există s,anse foarte mari să meargă pe majoritatea testelor comisiei,

sau chiar pe toate.

• Exemplul dat ı̂n enunt, nu are ı̂n general nici o semnificat, ie deosebită (de fapt, are

mai curând darul de a semăna confuzie printre concurent, i), iar dacă programul

merge pe acest test particular, nu ı̂nseamnă că o să meargă s, i pe alte teste. În

culegere nu a fost explicat pe larg algoritmul decât pe exemplul din enunt,ul fiecărei

probleme, dar aceasta s-a făcut numai pentru a nu suprâıncărca materialul.

• Dacă la unul din teste programul nu merge corespunzător, rulat, i din nou testul, dar

de data aceasta procedură cu procedură. După fiecare procedură evaluat, i variabilele
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s, i vedet, i dacă au valorile as,teptate. În felul acesta putet, i localiza cu precizie pro-

cedura, apoi linia unde se află eroarea. Corectat, i ı̂n această manieră toate erorile,

până când testul este trecut.

• În acest moment, luat, i de la capăt toate testele pe care programul le-a trecut deja.

În urma depanării, s-ar putea ca alte gres,eli să iasă la suprafat, ă s, i programul să nu

mai meargă pe vechile teste.

• Repetat, i procedeul de mai sus până când toate testele merg. Dacă vă obis,nuit, i

să programat, i modular s, i ı̂ngrijit, depanarea s, i testarea n-ar trebui să dureze mai

mult de 5-10 minute. Din acest moment, nu mai modificat, i nici măcar o literă ı̂n

program, sau dacă t, inet, i să o facet, i, păstrat, i-vă ı̂n prealabil o copie. Nu vă bazat, i

pe faptul că putet, i să t, inet, i minte modificările făcute s, i să refacet, i oricând forma

init, ială a programului ı̂n caz că noua versiune nu va fi bună.

• Dacă totus, i nu-i putet, i ”
da de cap” programului, iar timpul alocat problemei res-

pective expiră, aducet, i programul la o formă ı̂n care să meargă măcar pe o parte

din teste (pe jumătate, de exemplu) s, i trecet, i la problema următoare.

K)

 Dec(Nr_probleme_nerezolvate);

 end; { while }

[\

Probabil nu vet, i fi de acord cu toate sfaturile date mai sus. E bine ı̂nsă să le aplicat, i.

Scopul pentru care ele au fost incluse ı̂n această carte este de a ajuta concurent, ii să se

acomodeze mai us,or cu atmosfera concursului. De multe ori, primul an de participare

la olimpiadă se soldează cu un rezultat cel mult mediu, deoarece, oricât ar spune cineva

”
ei, nu-i as,a mare lucru să mergi la un concurs”, experient,a acumulată contează mult.

De aceea, abia de la a doua participare s, i uneori chiar de mai târziu ı̂ncep să apară

rezultatele. Intent, ia autorului a fost să vă us,ureze misiunea s, i să vă dezvăluie câteva din

dificultăt, ile de toate felurile care apar la orice concurs, pentru a nu vă da ocazia să le

descoperit, i pe propria piele. Poate că aceste ponturi vă vor fi de folos.
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Lucrul cu numere mari

De multe ori, ı̂n probleme, apar situat, ii când este nevoie să memorăm numere ı̂ntregi

foarte mari (de ordinul sutelor de cifre), iar uneori trebuie să efectuăm s, i operat, ii arit-

metice cu aceste numere. Iată un asemenea exemplu:

ENUNT, : Se dă un număr natural cu N ≤ 1.000 cifre. Se cere să se extragă rădăcina

cubică a numărului. Se garantează că numărul citit este cub perfect.

Intrarea: Fis, ierul INPUT.TXT cont, ine un singur rând, terminat cu EOF, pe care se

află numărul, cifrele fiind nedespărt, ite.

Ies, irea: În fis, ierul OUTPUT.TXT se va tipări rădăcina cubică a numărului, pe o

singură linie terminată cu EOF.

Exemplu:

INPUT.TXT OUTPUT.TXT

2097152 128

Timp de implementare: 1h 30’.

Timp de rulare: 10 secunde.

Complexitate cerută: O(N2).

REZOLVARE: Problema este cât se poate de simplă din punct de vedere matematic;

dificultatea apare la implementare, atât datorită structurilor de date necesare, cât mai

ales datorită complexităt, ii cerute. Despre lucrul cu numere ı̂ntregi (chiar s, i Longint)

nici nu poate fi vorba, iar la lucrul cu numere reale apar erori de calcul.

Structura de date propusă pentru abordarea acestui gen de probleme este următoarea:

numerele vor fi reprezentate printr-un vector de cifre zecimale. Prima pozit, ie (pozit, ia 0)



18 Capitolul 2. Lucrul cu numere mari

din vector este rezervată pentru a memora numărul de cifre. Definit, ia C a tipului de date

este:

 typedef int Huge[1001];

Iată cum s-ar memora numărul
”
1997” ı̂ntr-un asemenea vector:

H 4 7 9 9 1

H[0] H[1] H[2] H[3] H[4]

Se observă că vectorul este oarecum
”
ı̂ntors pe dos”. Totus, i, această formă este cea

mai convenabilă, pentru că ea permite implementarea cu o mai mare us,urint, ă a operat, iilor

aritmetice.

Mai trebuie remarcat că pe fiecare pozit, ie K ı̂n vector se află cifra care ı̂l reprezintă

pe 10K−1 ı̂n numărul reprezentat: ı̂n H[1] se află cifra unităt, ilor (100), ı̂n H[2] se află

cifra zecilor (101), ı̂n H[3] se află cifra sutelor (102) s, .a.m.d. Formatul zecimal nu este

cea mai fericită (a se citi
”
eficientă”) alegere. El ocupă doar patru bit, i din cei opt ai unui

octet, deci face risipă de memorie. Dacă am alege baza de numerat, ie 256, am folosi la

maximum memoria, s, i ı̂n plus operat, iile ar fi cu mult mai rapide (deoarece 256 este o

putere a lui 2, ı̂nmult, irile s, i ı̂mpărt, irile la 256 sunt simple deplasări la stânga s, i la dreapta

ale reprezentărilor binare). Să facem următorul calcul ca să vedem câte cifre are ı̂n baza

256 un număr care are 1.000 de cifre ı̂n baza 10:

101.000 = 10 · (103)333 ≈ 10 · (210)333 ≈ 10 · 22 · (28)416 = 40 · 256416 (2.1)

As,adar, numărul de cifre s-a redus la sub jumătate. Un algoritm liniar ar funct, iona

de două ori mai repede pe reprezentări ı̂n baza 256, iar unul pătratic ar funct, iona de

patru ori mai repede. Inconvenientul major este dificultatea depanării unui program care

operează ı̂ntr-o bază aritmetică atât de străină nouă. Vom rămâne deci la baza 10, cu

ment, iunea că acei mai temerari dintre voi pot ı̂ncerca folosirea bazei 256.

Numerele reprezentate pe vectori le vom numi pur s, i simplu
”
vectori”, iar numerele

reprezentate printr-un tip ordinal de date le vom numi, printr-o analogie us,or fort,ată cu

matematica,
”
scalari”. Să vedem acum cum se efectuează operat, iile elementare pe aceste

numere.
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2.1 Init, ializarea

Un vector poate fi init, ializat ı̂n trei feluri: cu 0, cu un scalar sau cu un alt vector.

La init, ializarea cu 0, singurul lucru pe care ı̂l avem de făcut este să setăm numărul de

cifre pe 0. De aceea, este practic inutil să implementăm această funct, ie ca atare; putem

folosi ı̂n loc singura instruct, iune pe care ea o cont, ine.

 void Atrib0(Huge H)

 { H[0]=0; }

La init, ializarea cu un scalar nenul, trebuie să as,ezăm fiecare cifră pe pozit, ia cores-

punzătoare, aflând ı̂n paralel s, i numărul de cifre. Se ı̂ncepe cu cifra unităt, ilor, s, i la fiecare

pas se pune ı̂n vector cifra cea mai put, in semnificativă, după care numărul de reprezentat

se ı̂mparte la 10 (neglijându-se restul), iar numărul de cifre se incrementează.

 void AtribValue(Huge H, unsigned long X)

 { H[0]=0;

 while (X)

 { H[++H[0]]=X%10;

 X/=10;

 }

 }

Iată, de exemplu, cum se pune pe vector numărul 195:

0 0 0 0

X = 195 X mod 10 = 5 1 5 0 0 X/10 = 19

X = 19 X mod 10 = 9 2 5 9 0 X/10 = 1

X = 1 X mod 10 = 1 3 5 9 1 X/10 = 0

H

În sfârs, it, init, ializarea unui vector cu altul se face printr-o simplă copiere (se pot folosi

cu succes rutine de lucru cu memoria, cum ar fi FillChar ı̂n Pascal sau memmove ı̂n

C). Pentru elegant, ă, poate fi folosită s, i atribuirea cifră cu cifră:
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 void AtribHuge(Huge H, Huge X)

 { int i;



 for (i=0;i<=X[0];i++) H[i]=X[i];

 }

2.2 Compararea

Pentru a compara două numere
”
urias,e”, ı̂ncepem prin a afla numărul de cifre semni-

ficative (deoarece, ı̂n urma anumitor operat, ii pot rezulta zerouri nesemnificative care

”
atârnă” totus, i la numărul de cifre). Aceasta se face decrementând numărul de cifre al

fiecărui număr atâta timp cât cifra cea mai semnificativă este 0. După ce ne-am asigurat

asupra acestui punct, comparăm numărul de cifre al celor două cifre. Numărul cu mai

multe cifre este cel mai mare. Dacă ambele numere au acelas, i număr de cifre, pornim

de la cifra cea mai semnificativă s, i comparăm cifrele celor două numere până la prima

diferent, ă ı̂ntâlnită. În acest moment, numărul a cărui cifră este mai mare este el ı̂nsus, i

mai mare. Dacă toate cifrele numerelor sunt egale două câte două, atunci ı̂n mod evident

numerele sunt egale.

După cum se vede, algoritmul seamănă foarte bine cu ceea ce s-a ı̂nvăt,at la matematică

prin clasa a II-a (doar că atunci nu ni s-a spus că este vorba de un
”
algoritm”). Rutina

de mai jos compară două numere urias,e H1 s, i H2 s, i ı̂ntoarce -1, 0 sau 1, după H1 este

mai mic, egal sau mai mare decât H2.

 int Sgn(Huge H1,Huge H2)

 { int i;



 while (!H1[H1[0]] && H1[0]) H1[0]--;

 while (!H2[H2[0]] && H2[0]) H2[0]--;

 if (H1[0]!=H2[0])

 return H1[0]<H2[0] ? -1 : 1;

 i=H1[0];

 while (H1[i]==H2[i] && i) i--;

 return H1[i]<H2[i] ? -1 : H1[i]==H2[i] ? 0 : 1;

 }
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2.3 Adunarea a doi vectori

Fiind dat, i doi vectori, A cu M cifre s, i B cu N cifre, adunarea lor se face ı̂n mod obis,nuit,

ca la aritmetică. Pentru a evita testele de depăs, ire, se recomandă să se completeze mai

ı̂ntâi vectorul cu mai put, ine cifre cu zerouri până la dimensiunea vectorului mai mare.

La sfârs, it, vectorul sumă va avea dimensiunea vectorului mai mare dintre A s, i B, sau cu

1 mai mult dacă apare transport de la cifra cea mai semnificativă. Procedura de mai jos

adaugă numărul B la numărul A.

 void Add(Huge A, Huge B)

 /* A <- A+B */

 { int i,T=0;



 if (B[0]>A[0])

 { for (i=A[0]+1;i<=B[0];) A[i++]=0;

 A[0]=B[0];

 }

 else for (i=B[0]+1;i<=A[0];) B[i++]=0;

 for (i=1;i<=A[0];i++)

 { A[i]+=B[i]+T;

 T=A[i]/10;

 A[i]%=10;

 }

 if (T) A[++A[0]]=T;

 }

2.4 Scăderea a doi vectori

Se dau doi vectori A s, i B s, i se cere să se calculeze diferent,a A − B. Se presupune

B ≤ A (acest lucru se poate testa cu funct, ia Sgn). Pentru aceasta, se pornes,te de la

cifra unităt, ilor s, i se memorează la fiecare pas
”
ı̂mprumutul” care trebuie efectuat de la

cifra de ordin imediat superior (̂ımprumutul poate fi doar 0 sau 1). Deoarece B ≤ A,

avem garant, ia că pentru a scădea cifra cea mai semnificativă a lui B din cifra cea mai

semnificativă a lui A nu e nevoie de ı̂mprumut.

 void Subtract(Huge A, Huge B)

 /* A <- A-B */

 { int i, T=0;
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

 for (i=B[0]+1;i<=A[0];) B[i++]=0;

 for (i=1;i<=A[0];i++)

 A[i]+= (T=(A[i]-=B[i]+T)<0) ? 10 : 0;

 /* Adica A[i]=A[i]-(B[i]+T);

 if (A[i]<0) T=1; else T=0;

 if (T) A[i]+=10; */

 while (!A[A[0]]) A[0]--;

 }

2.5 Înmult, irea s, i ı̂mpărt, irea cu puteri ale lui 10

Aceste funct, ii sunt uneori utile. Ele pot folosi s, i funct, iile de ı̂nmult, ire a unui vector cu

un scalar, care vor fi prezentate mai jos, dar se pot face s, i prin deplasarea ı̂ntregului

număr spre stânga sau spre dreapta. De exemplu, ı̂nmult, irea unui număr cu 100 presu-

pune deplasarea lui cu două pozit, ii ı̂nspre cifra cea mai semnificativă s, i adăugarea a două

zerouri la coadă. Principalul avantaj al scrierii unor funct, ii separate pentru ı̂nmult, irea

cu 10, 100, ..., este că se pot folosi rutinele de acces direct al memoriei (FillChar, res-

pectiv memmove). Iată funct, iile care realizează deplasarea vectorilor, atât prin mutarea

blocurilor de memorie, cât s, i prin atribuiri succesive.

 void Shl(Huge H, int Count)

 /* H <- H*10ˆCount */

 {

 /* Shifteaza vectorul cu Count pozitii */

 memmove(&H[Count+1],&H[1],sizeof(int)*H[0]);

 /* Umple primele Count pozitii cu 0 */

 memset(&H[1],0,sizeof(int)*Count);

 /* Incrementeaza numarul de cifre */

 H[0]+=Count;

 }



 void Shl2(Huge H, int Count)

 /* H <- H*10ˆCount */

 { int i;



 /* Shifteaza vectorul cu Count pozitii */

 for (i=H[0];i;i--) H[i+Count]=H[i];

 /* Umple primele Count pozitii cu 0 */

 for (i=1;i<=Count;) H[i++]=0;
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 /* Incrementeaza numarul de cifre */

 H[0]+=Count;

 }



 void Shr(Huge H, int Count)

 /* H <- H/10ˆCount */

 {

 /* Shifteaza vectorul cu Count pozitii */

 memmove(&H[1],&H[Count+1],sizeof(int)*(H[0]-Count));

 /* Decrementeaza numarul de cifre */

 H[0]-=Count;

 }



 void Shr2(Huge H, int Count)

 /* H <- H/10ˆCount */

 { int i;



 /* Shifteaza vectorul cu Count pozitii */

 for (i=Count+1;i<=H[0];i++) H[i-Count]=H[i];

 /* Decrementeaza numarul de cifre */

 H[0]-=Count;

 }

2.6 Înmult, irea unui vector cu un scalar

S, i această operat, ie este o simplă implementare a modului manual de efectuare a calculului.

La ı̂nmult, irea
”
de mână” a unui număr mare cu unul de o singură cifră, noi parcurgem

dêınmult, itul de la sfârs, it la ı̂nceput, s, i pentru fiecare cifră efectuăm următoarele operat, ii:

• Înmult, im cifra respectivă cu ı̂nmult, itorul;

• Adăugăm
”
transportul” de la ı̂nmult, irea precedentă;

• Separăm ultima cifră a rezultatului s, i o trecem la produs;

• Celelalte cifre are rezultatului constituie transportul pentru următoarea ı̂nmult, ire;

• La sfârs, itul ı̂nmult, irii, dacă există transport, acesta are o singură cifră, care se scrie

ı̂naintea rezultatului.

Exact acelas, i procedeu se poate aplica s, i dacă ı̂nmult, itorul are mai mult de o cifră.

Singura deosebire este că transportul poate avea mai multe cifre (poate fi mai mare ca
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9). Din această cauză, la sfârs, itul ı̂nmult, irii, poate rămâne un transport de mai multe

cifre, care se vor scrie ı̂naintea rezultatului. Iată de exemplu cum se calculează produsul

312× 87:

3 1 2 ×
8 7

87× 2 = 174 = 17× 10 + 4 4

87× 1 + 17 = 104 = 10× 10 + 4 4

87× 3 + 10 = 271 = 27× 10 + 1 1

87× 0 + 27 = 27 = 2× 10 + 7 7

87× 0 + 2 = 2 = 0× 10 + 2 2

Procedura este descrisă mai jos:

 void Mult(Huge H, unsigned long X)

 /* H <- H*X */

 { int i;

 unsigned long T=0;



 for (i=1;i<=H[0];i++)

 { H[i]=H[i]*X+T;

 T=H[i]/10;

 H[i]=H[i]%10;

 }

 while (T) /* Cat timp exista transport */

 { H[++H[0]]=T%10;

 T/=10;

 }

 }

2.7 Înmult, irea a doi vectori

Dacă ambele numere au dimensiuni mari s, i se reprezintă pe tipul de date Huge, produsul

lor se calculează ı̂nmult, ind fiecare cifră a dêınmult, itului cu fiecare cifră a ı̂nmult, itorului

s, i trecând rezultatul la ordinul de mărime (exponentul lui 10) cuvenit. De fapt, acelas, i

lucru ı̂l facem s, i noi pe hârtie. Considerând acelas, i exemplu, ı̂n care ambele numere sunt

”
urias,e”, produsul lor se calculează de mână astfel:
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3 1 2 ×
8 7

2 1 8 4

2 4 9 6

2 7 1 4 4

S-a luat deci fiecare cifră a ı̂nmult, itorului s, i s-a efectuat produsul part, ial cores-

punzător, corectând la fiecare pas rezultatul prin calculul transportului. Rezultatul pen-

tru fiecare produs part, ial s-a scris din ce ı̂n ce mai ı̂n stânga, pentru a se alinia corect

ordinele de mărime. Acest procedeu este oarecum incomod de implementat. Se pot face

ı̂nsă unele observat, ii care us,urează mult scrierea codului:

• Prin ı̂nmult, irea cifrei cu ordinul de mărime 10i din primul număr cu cifra cu ordinul

de mărime 10j din al doilea număr se obt, ine o cifră corespunzătoare ordinului de

mărime 10i+j ı̂n rezultat (sau se obt, ine un număr cu mai mult de o singură cifră, caz

ı̂n care transportul merge la cifra corespunzătoare ordinului de mărime 10i+j+1).

• Dacă numerele au M s, i respectiv N cifre, atunci produsul lor va avea fie M +N fie

M+N−1 cifre. Într-adevăr, dacă numărul A are M cifre, atunci 10M−1 ≤ A < 10M

s, i 10N−1 ≤ B < 10N , de unde rezultă 10M+N−2 ≤ A×B < 10M+N .

• La calculul produselor part, iale se poate omite calculul transportului, acesta urmând

a se face la sfârs, it. Cu alte cuvinte, ı̂ntr-o primă fază putem pur s, i simplu să

ı̂nmult, im cifră cu cifră s, i să adunăm toate produsele de aceeas, i putere, obt, inând

un număr cu
”
cifre” mai mari ca 9, pe care ı̂l aducem la forma normală printr-o

singură parcurgere. Să reluăm acelas, i exemplu:

Intrarea: Vectorii A s, i B
3 1 2 ×

8 7

Etapa I: Efectuarea produselor intermediare
21 7 14

24 8 16

Etapa a II-a: Adunarea produselor intermediare
24 29 23 14
←−
2
←−
3
←−
2
←−
1

Etapa a III-a: Corectarea rezultatului 2 7 1 4 4

Această operat, ie efectuează M ×N produse de cifre s, i M +N (sau M +N − 1, după

caz)
”
transporturi” pentru aflarea rezultatului, deci are complexitatea O(M × N). Iată

s, i implementarea:
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 void MultHuge(Huge A, Huge B, Huge C)

 /* C <- A x B */

 { int i,j,T=0;



 C[0]=A[0]+B[0]-1;

 for (i=1;i<=A[0]+B[0];) C[i++]=0;

 for (i=1;i<=A[0];i++)

 for (j=1;j<=B[0];j++)

 C[i+j-1]+=A[i]*B[j];

 for (i=1;i<=C[0];i++)

 { T=(C[i]+=T)/10;

 C[i]%=10;

 }

 if (T) C[++C[0]]=T;

 }

Mai există o altă modalitate de a ı̂nmult, i două numere de câte N cifre fiecare, care

are complexitatea O(N log2 3) ≈ O(N1,58) ≈ O(N
√
N). Ea derivă de un algoritm propus

de Strassen ı̂n 1969 pentru ı̂nmult, irea matricelor. Diferent,a se face simt, ită, ce-i drept

pentru valori mari ale lui N , dar constanta multiplicativă cres,te destul de mult s, i, ı̂n plus,

solut, ia e mai greu de implementat; de aceea nu recomandăm implementarea ei ı̂n timpul

concursului. Ideea de bază este să se mics,oreze numărul de ı̂nmult, iri s, i să se mărească

numărul de adunări, deoarece adunarea a doi vectori se face ı̂n O(N), pe când ı̂nmult, irea

se face ı̂n O(N2). Să considerăm ı̂ntregii A s, i B, fiecare de câte N cifre. Trebuie să-i

ı̂nmult, im ı̂ntr-un timp T (N) mai bun decât O(N2). Să ı̂mpărt, im numărul A ı̂n două

”
bucăt, i” C s, i D, fiecare de câte N / 2 cifre, iar ı̂ntregul B ı̂n două bucăt, i E s, i F , tot de

câte N / 2 cifre (presupunem că N este par):

A C D

B E F

N

N/2 N/2

Atunci se poate scrie relat, ia

A×B = (C × 10N/2 + D)× (E × 10N/2 + F )

= CE × 10N + (CF + DE)× 10N/2 + DF
(2.2)
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Pentru a putea calcula produsul A × B avem, prin urmare, nevoie de patru produse

part, iale, de trei adunări s, i de două ı̂nmult, iri cu puteri ale lui 10. Adunările s, i ı̂nmult, irile

cu puteri ale lui 10 se fac ı̂n timp liniar. Dacă efectuăm cele patru produse part, iale prin

patru ı̂nmult, iri, rezultă formula recurentă de calcul

T (N) = 4T (N/2) + O(N) (2.3)

care duce prin eliminarea recurent,ei la T (N) ∈ O(N2). Cu alte cuvinte, ı̂ncă n-am

câs,tigat nimic. Trebuie să reus, im cumva să reducem numărul de ı̂nmult, iri de la 4 la 3,

chiar dacă prin aceasta vom mări numărul de adunări necesare. Să definim produsul

G = (C + D)× (E + F )

= CE + CF + DE + DF

= CE + DF + (CF + DE)

(2.4)

Atunci putem scrie:

A×B = CE × 10N + (G− CE −DF )× 10N/2 + DF (2.5)

Pentru această variantă, folosim doar trei ı̂nmult, iri, s, i chiar dacă avem nevoie de s,ase

adunări s, i scăderi s, i două ı̂nmult, iri cu puteri ale lui 10, complexitatea se va reduce la

O(N log2 3). În cazul ı̂n care N este o putere a lui 2, ı̂mpărt, irea ı̂n două a numerelor se

poate face fără probleme la fiecare pas, până se ajunge la numere de o singură cifră, care se

ı̂nmult,esc direct. În cazul ı̂n care N nu este o putere a lui 2, este comod să se completeze

numerele cu zerouri până la o putere a lui 2. În funct, iile descrise mai jos, MultRec nu face

decât ı̂nmult, irea recursivă, pe când MultHuge2 se ocupă s, i de corectarea numărului de

cifre (incrementarea până la o putere a lui 2). Pentru calculul produselor C×E s, i D×F ,

procedura MultRec se autoapelează; pentru calcularea produsului (C + D)× (E + F ),

ı̂nsă, este nevoie să fie apelată procedura MultHuge2, deoarece prin cele două adunări

poate să apară o cres,tere a numărului de cifre al factorilor, care ı̂n acest caz trebuie

readus, i la un număr de cifre egal cu o putere a lui 2.

 void MultHuge2(Huge A, Huge B, Huge P);



 void MultRec(Huge A, Huge B, Huge P)

 { Huge C,D,E,F,CE,DF;
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

 if (A[0]==1)

 { P[1]=A[1]*B[1];

 P[0]=(P[2]=P[1]/10)>0 ? 2 : 1;

 P[1]%=10;

 }

 else { P[0]=0;

 AtribHuge(C,A);Shr(C,A[0]/2);

 AtribHuge(D,A);D[0]=A[0]/2;

 AtribHuge(E,B);Shr(E,B[0]/2);

 AtribHuge(F,B);F[0]=B[0]/2;

 MultRec(C,E,CE);MultRec(D,F,DF);

 Add(C,D);Add(E,F);

 MultHuge2(C,E,P);

 Subtract(P,CE);Subtract(P,DF);

 Shl(P,A[0]/2);

 Shl(CE,A[0]);Add(P,CE);

 Add(P,DF);

 }

 }



 void MultHuge2(Huge A, Huge B, Huge P)

 /* P <- A x B, varianta Nˆ(lg 3) */

 { int i,j,NDig=A[0]>B[0] ? A[0] : B[0],Needed=1,SaveA,SaveB;



 /* Corecteaza numarul de cifre */

 while (Needed<NDig) Needed<<=1;

 SaveA=A[0];SaveB=B[0];A[0]=B[0]=Needed;

 for (i=SaveA+1;i<=Needed;) A[i++]=0;

 for (i=SaveB+1;i<=Needed;) B[i++]=0;

 MultRec(A,B,P);



 /* Restaureaza numarul de cifre */

 A[0]=SaveA;B[0]=SaveB;

 while (!P[P[0]] && P[0]>1) P[0]--;

 }

2.8 Împărt, irea unui vector la un scalar

Ne propunem să scriem o funct, ie care să ı̂mpartă numărul A de tip Huge la scalarul B,

să ret, ină valoarea câtului tot ı̂n numărul A s, i să ı̂ntoarcă restul (care este o variabilă

scalară). Să pornim de la un exemplu particular s, i să generalizăm apoi procedeul: să
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calculăm câtul s, i restul ı̂mpărt, irii lui 1997 la 7. Cu alte cuvinte, să găsim acele numere

C de tip Huge s, i R ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} cu proprietatea că 1997 = 7× C + R.

1 9 9 7 7

0 0 2 8 5 ← câtul

1 9

1 4

5 9

5 6

3 7

3 5

2 ← restul

La fiecare pas se coboară câte o cifră de la dêımpărt, it alături de numărul deja existent

(care init, ial este 0), apoi rezultatul se ı̂mparte la ı̂mpărt, itor (7 ı̂n cazul nostru). Câtul

este ı̂ntotdeauna o cifră s, i se va depune la sfârs, itul câtului ı̂mpărt, irii, iar restul va fi folosit

pentru următoarea ı̂mpărt, ire. Restul care rămâne după ultima ı̂mpărt, ire este tocmai R

pe care ı̂l căutăm. Procedeul funct, ionează s, i atunci când dêımpărt, itul are mai multe

cifre. La sfârs, it trebuie să decrementăm corespunzător numărul de cifre al câtului, prin

neglijarea zerourilor create la ı̂nceputul numărului. Numărul maxim de cifre al câtului

este egal cu cel al dêımpărt, itului.

 unsigned long Divide(Huge A, unsigned long X)

 /* A <- A/X si intoarce A%X */

 { int i;

 unsigned long R=0;



 for (i=A[0];i;i--)

 { A[i]=(R=10*R+A[i])/X;

 R%=X;

 }

 while (!A[A[0]] && A[0]>1) A[0]--;

 return R;

 }

Dacă dorim numai să aflăm restul ı̂mpărt, irii, nu mai avem nevoie decât să recalculăm

restul la fiecare pas, fără a mai modifica vectorul A:

 unsigned long Mod(Huge A, unsigned long X)

 /* Intoarce A%X */
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 { int i;

 unsigned long R=0;



 for (i=A[0];i;i--)

 R=(10*R+A[i])%X;

 return R;

 }

2.9 Împărt, irea a doi vectori

Dacă se dau doi vectori A s, i B s, i se cere să se afle câtul C s, i restul R, etapele de parcurs

sunt aceleas, i ca la punctul precedent, numai că operatorii
”
/” s, i ”

%” trebuie implementat, i

de utilizator, ei nefiind definit, i pentru vectori. Cu alte cuvinte, după ce
”
coborâm” la

fiecare pas următoarea cifră de la dêımpărt, it, trebuie să aflăm cea mai mare cifră X astfel

ı̂ncât ı̂mpărt, itorul să se cuprindă de X ori ı̂n restul de la momentul respectiv. Acest lucru

se face cel mai comod prin adunări repetate: pornim cu cifra X = 0 s, i o incrementăm,

mics,orând concomitent restul, până când restul care rămâne este prea mic. Să efectuăm

aceeas, i ı̂mpărt, ire, 1997 : 7, considerând că ambele numere sunt reprezentate pe tipul

Huge.

Restul ı̂nainte de coborârea cifrei: 0

Restul după coborârea cifrei: 10× 0 + 1 = 1

7× 1 = 7 prea mare

Restul rămas: 1

Restul ı̂nainte de coborârea cifrei: 1

Restul după coborârea cifrei: 10× 1 + 9 = 19

7× 1 = 7 19− 7 = 12

7× 2 = 14 12− 7 = 5

7× 3 = 21 prea mare

Restul rămas: 5

Restul ı̂nainte de coborârea cifrei: 5

Restul după coborârea cifrei: 10× 5 + 9 = 59

7× 1 = 7 59− 7 = 52

· · ·
7× 8 = 56 10− 7 = 3

7× 9 = 63 prea mare

Restul rămas: 3

Restul ı̂nainte de coborârea cifrei: 3

Restul după coborârea cifrei: 10× 3 + 7 = 37

7× 1 = 7 37− 7 = 30

· · ·
7× 5 = 35 9− 7 = 2

7× 6 = 42 prea mare

Restul rămas: 2

1 9 9 7 : 7 =
0 2 8 5 rest 2

Cazul cel mai defavorabil (când X = 9) presupune 9 scăderi s, i 10 comparat, ii, cazul cel
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mai favorabil (când X = 0) presupune numai o comparat, ie, deci cazul mediu presupune

4 scăderi s, i 5 comparat, ii. Căutarea lui X se poate face s, i binar, prin ı̂njumătăt, irea

intervalului, ceea ce reduce timpul mediu de căutare la aproximativ 3 comparat, ii s, i trei

ı̂nmult, iri, dar codul se complică nejustificat de mult (de cele mai multe ori).

 void DivideHuge(Huge A, Huge B, Huge C, Huge R)

 /* A/B = C rest R */

 { int i;



 R[0]=0;C[0]=A[0];

 for (i=A[0];i;i--)

 { Shl(R,1);R[1]=A[i];

 C[i]=0;

 while (Sgn(B,R)!=1)

 { C[i]++;

 Subtract(R,B);

 }

 }

 while (!C[C[0]] && C[0]>1) C[0]--;

 }

2.10 Extragerea rădăcinii cubice

Vom sări peste prezentarea algoritmului de extragere a rădăcinii pătrate, pe care ı̂l vom

lăsa ca temă cititorului, s, i ne vom ı̂ndrepta atent, ia asupra celui de extragere a rădăcinii

cubice, care este put, in mai complicat, dar care poate fi us,or extins pentru rădăcini de

orice ordin. Problema este exact cea din enunt, , as,a că vom porni de la exemplul dat. Să

notăm A = 2.097.152 s, i X = 3
√
A. Cum se află X?

O primă variantă ar fi căutarea binară a rădăcinii, prin ı̂njumătăt, irea intervalului.

Init, ial se pornes,te cu intervalul (1,A), deoarece rădăcina cubică se află undeva ı̂ntre 1 s, i

A (evident, ı̂ncadrarea este mai mult decât acoperitoare; ea ar putea fi mai limitativă,

dar nu ar reduce timpul de lucru decât cu câteva iterat, ii). La fiecare pas, intervalul va fi

ı̂njumătăt, it. Cum, probabil că s,tit, i deja; se ia jumătatea intervalului, se ridică la puterea

a treia s, i se compară cu A. Dacă este mai mare, ı̂nseamnă că rădăcina trebuie căutată

ı̂n jumătatea inferioară a intervalului. Dacă este mai mică, vom continua căutarea ı̂n

jumătatea superioară a intervalului. Dacă cele două numere sunt egale, ı̂nseamnă că am

găsit tocmai ce ne interesa. Prima variantă a pseudocodului este:
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1: cites,te A cu N cifre

2: Lo← 1, Hi← A,X ← 0

3: cât timp X = 0 execută

4: Mid← (Lo + Hi)/2

5: dacă Mid3 < A atunci

6: Lo←Mid + 1

7: altfel dacă Mid3 > A atunci

8: Hi←Mid− 1

9: altfel

10: X ←Mid

11: sfârs, it dacă

12: sfârs, it cât timp

În cazul cel mai rău, algoritmul de mai sus efectuează log2A ı̂njumătăt, iri de interval,

fiecare din ele presupunând o adunare, o ı̂mpărt, ire la 2 s, i o ridicare la cub. Dintre aceste

operat, ii, cea mai costisitoare este ridicarea la cub, O(N2). Complexitatea totală este

prin urmare O(N2 log2A). Deoarece A are ordinul de mărime 10N , rezultă complexitatea

O(N3 log 10) = O(N3), adică mai proastă decât cea cerută (de altfel, un algoritm cu

această complexitate nici nu s-ar ı̂ncadra ı̂n timp pentru N = 1.000). Dacă timpul ne

permite, trebuie să căutăm altă metodă.

În exemplul ales, să observăm că 106 ≤ A < 109, de unde deducem că 102 ≤ X < 103.

Cu alte cuvinte, X are 3 cifre. În cazul general, dacă A are N cifre, atunci X are dN/3e
cifre (prin dN/3e se ı̂nt,elege

”
cel mai mic ı̂ntreg mai mare sau egal cu N/3”). Care ar

putea fi prima cifră a lui X ? Dacă X ı̂ncepe cu cifra 2, atunci 200 ≤ X < 300 =⇒
8.000.000 ≤ 2.097.152 < 27.000.000, ceea ce este fals. Cu atât mai put, in poate prima

cifră a lui X să fie mai mare ca 2. Rezultă că prima cifră a lui X este 1. De altfel, pentru

a afla acest lucru, putem să s, i neglijăm ultimele 6 cifre ale lui A. Ne interesează doar

prima cifră, cea a milioanelor, iar prima cifră a lui X o alegem ı̂n as,a fel ı̂ncât cubul ei

să fie mai mic sau egal cu 2.

Ce putem spune despre a doua cifră? Dacă ar fi 3, atunci 130 ≤ X < 140 =⇒
2.197.000 ≤ 2.097.152 < 2.744.000, fals (deci cifra este cel mult 2). Dacă ar fi 1, atunci

110 ≤ X < 120 =⇒ 1.331.000 ≤ 2.097.152 < 1.728.000, fals. Rezultă că a doua cifră

este obligatoriu 2. Analog, putem neglija ultimele trei cifre ale lui A, iar a doua cifră a lui

X este cel mai mare C pentru care 1C
3 ≤ 2.097. Pentru a afla ultima cifră, aplicăm acelas, i

rat, ionament: Dacă ar fi 9, atunci X = 129 s, i ar rezulta 2.146.688 = X3 = 2.097.152,

absurd. Dacă considerăm că cifra este 8, atunci calculul se verifică. Am aflat as,adar că

X = 128.
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Procedeul general este următorul: dându-se un număr A cu N cifre, ı̂l completăm

cu zerouri nesemnificative până când N se divide cu 3 (poate fi necesar să adăugăm

maxim două zerouri). Numărul de cifre semnificative ale rădăcinii cubice este M = N/3.

Aflăm pe rând fiecare cifră, ı̂ncepând cu cea mai semnificativă. Să presupunem că am

aflat cifrele XM , XM−1, . . . , XK+1. Cifra XK este cea mai mare cifră pentru care numărul

XMXM−1. . .XK+1XK00. . .00
3 ≤ A. Cifra XK este unică, deoarece există, ı̂n general, mai

multe cifre care verifică proprietatea cerută, dar una singură este
”
cea mai mare”. O a

doua versiune a pseudocodului este deci:

1: cites,te A cu N cifre

2: X ← 0, T ← 0

3: cât timp N mod 3 6= 0 execută

4: adaugă un 0 nesemnificativ

5: sfârs, it cât timp

6: pentru i = 1 la N/3 execută

7: adaugă la T următoarele 3 cifre din A

8: adaugă la X cea mai mare cifră astfel ı̂ncât X3 ≤ T

9: sfârs, it pentru

Să evaluăm complexitatea acestei versiuni. Linia 1 se execută ı̂n timp liniar, O(N).

Liniile 2-5 se execută ı̂n timp constant. Linia 7 presupune adăugarea unei cifre (O(N)),

iar linia 8 un număr constant de ridicări la cub, as,adar ı̂nmult, iri (O(N2)). Deoarece

liniile 7 s, i 8 se execută de N/3 ori (linia 6), rezultă o complexitate de O(N3). Iată că nici

acest algoritm nu a adus ı̂mbunătăt, iri s, i pare s, i ceva mai greu de implementat. El poate

fi totus, i modificat pentru a-i scădea complexitatea la O(N2).

Principalul neajuns al său este efectuarea ridicării la cub, care se face ı̂n O(N2). Dacă

am putea să-l aflăm la fiecare pas pe X3 fără a efectua ı̂nmult, iri, adică ı̂n timp liniar,

atunci ı̂ntregul algoritm ar avea complexitate pătratică. Binêınt,eles, prima ı̂ntrebare care

vine pe buzele cititorului este
”
cum să ridicăm la cub fără să facem ı̂nmult, iri?”. Să nu

uităm ı̂nsă ceva: că noi nu-l cunoas,tem numai pe X. Îl cunoas,tem s, i pe X de la pasul

anterior, care avea o cifră mai put, in (̂ıl vom boteza OldX). Să presupunem că, printr-o

metodă oarecare, am reus, it să-l ridicăm pe OldX la puterile a doua s, i a treia (s, i am

obt, inut numerele OldX2 s, i OldX3). Cum putem, cunoscând aceste trei numere, precum

s, i noua cifră ce se va adăuga la sfârs, itul lui X (să-i spunem C), să-l aflăm pe X, pătratul

s, i cubul său? Nu e prea greu:

X = 10 ·OldX + C (2.6)
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X2 = (10 ·OldX + C)2 = 100 ·OldX2 + 20 · C ·OldX + C2

= 100 ·OldX2 + (20 · C) ·OldX + C2
(2.7)

X3 = (10 ·OldX + C)3 = 1.000 ·OldX3 + 300 · C ·OldX2 + 30 · C2 ·OldX + C3

= 1.000 ·OldX3 + (300 · C) ·OldX2 + (30 · C2) ·OldX + C3
(2.8)

Iată as,adar că pentru a afla noile valori ale puterilor 1, 2 s, i 3 ale lui X, folosindu-le

pe cele vechi, nu avem nevoie decât de adunări s, i de ı̂nmult, iri cu numere mici (de ordinul

miilor). Toate aceste operat, ii se fac ı̂n timp liniar, deci am reus, it să găsim un algoritm

pătratic. Iată mai jos sursa C:

 void FindDigit(Huge L,Huge NewL2,Huge NewL3,

 Huge OldL,Huge OldL2,Huge OldL3,Huge Target)

 { Huge Aux;



 L[1]=10;

 do

 { L[1]--;

 /* Trebuie calculat Lˆ3. Se stiu OldL (L/10)

 si noua cifra L[1]. Deci (OldL*10+L[1])ˆ3=?

 Se aplica binomul lui Newton. */

 AtribHuge(NewL3,OldL3);Shl(NewL3,3);

 AtribHuge(Aux,OldL2);Mult(Aux,300*L[1]);

 Add(NewL3,Aux);

 AtribHuge(Aux,OldL);Mult(Aux,30*L[1]*L[1]);

 Add(NewL3,Aux);

 AtribValue(Aux,L[1]*L[1]*L[1]);

 Add(NewL3,Aux);

 }

 while (Sgn(NewL3,Target)==1);

 /* Aceeasi operatie pentru Lˆ2 */

 AtribHuge(NewL2,OldL2);Shl(NewL2,2);

 AtribHuge(Aux,OldL);Mult(Aux,20*L[1]);

 Add(NewL2,Aux);

 AtribValue(Aux,L[1]*L[1]);

 Add(NewL2,Aux);

 /* Noile valori devin 'vechi' */

 AtribHuge(OldL2,NewL2);

 AtribHuge(OldL,L);
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 AtribHuge(OldL3,NewL3);

 }



 void CubeRoot(Huge A, Huge X)

 { Huge Target,OldX,OldX2,OldX3,NewX2,NewX3;

 int i;



 /* Se initializeaza vectorii cu 0 (nici o cifra) */

 OldX[0]=OldX2[0]=OldX3[0]=X[0]=0;

 for (i=1;i<=(A[0]+2)/3;i++)

 { AtribHuge(Target,A);

 Shr(Target,3*((A[0]+2)/3-i));

 Shl(X,1);

 FindDigit(X,NewX2,NewX3,OldX,OldX2,OldX3,Target);

 }

 }

Acum nu mai avem decât să scriem rutinele de intrare/ies, ire s, i programul principal:

 #include <stdio.h>

 #include <mem.h>

 #define NMax 1000

 typedef int Huge[NMax+3];

 Huge A,X; /* A[0] si X[0] indica numarul de cifre */



 void ReadData(void)

 { FILE *F=fopen("input.txt","rt");

 int C,i;



 A[0]=0;

 do A[++A[0]]=(C=fgetc(F))-'0';

 while (C!=EOF);

 A[0]--;

 fclose(F);

 /* Intoarce vectorul pe dos */

 for (i=1;i<=A[0]/2;i++)

 A[i]=(A[i]ˆA[A[0]+1-i])ˆ(A[A[0]+1-i]=A[i]);

 }



 void WriteSolution(void)

 { FILE *F=fopen("output.txt","wt");

 int i=X[0];


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 while (!X[i]) i--;

 while (i) fputc(X[i--]+'0',F);

 fclose(F);

 }



 void main(void)

 {

 ReadData();

 CubeRoot(A,X);

 WriteSolution();

 }

Pentru a extinde această metodă la rădăcini de orice ordin K, trebuie numai să t, inem

cont de expresia binomului lui Newton:

Xp = (10 ·OldX + C)p

=

p∑
i=0

Ci
p · 10i ·OldX i · Cp−i

(2.9)

Presupunând că avem calculate toate puterile de la 1 la p ale lui OldX, se poate

calcula noua valoare a lui Xp folosind numai adunări s, i ı̂nmult, iri cu scalari. În felul

acesta se pot calcula ı̂n timp liniar valorile lui X,X2, X3, . . . , XK .
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Lucrul cu structuri mari de date

De multe ori ı̂n practică, atât la concursuri cât s, i atunci când scriem programe care vehi-

culează un volum mai mare de date, avem nevoie de structuri de date de mari dimensiuni.

După cum se s,tie, ı̂nsă, compilatorul Borland Pascal nu permite definirea de structuri de

date mai mari de 64 KB. Ce facem dacă, spre exemplu, avem nevoie de un vector cu sute

de mii de elemente sau de o matrice pătratică de 400× 400 elemente ?

O primă solut, ie este să schimbăm limbajul de programare folosit s, i să ne orientăm

spre C / C++ sau alte limbaje ı̂n care gestiunea datelor voluminoase se face mai comod

pentru utilizator. De fapt, programele scrise
”
la domiciliu” se scriu mai degrabă ı̂n C

decât ı̂n Pascal, deoarece codul generat este mai eficient. Din nefericire, compilatorul

de C este destul de lent, cel put, in ı̂n comparat, ie cu cel de Pascal s, i, des, i există destui

concurent, i care lucrează ı̂n C la olimpiadă, Pascal-ul mi se pare o alegere mai bună atunci

când timpul de implementare contează decisiv.

În aceste condit, ii, se impune găsirea unor modalităt, i de a ne supune rigorilor limbaju-

lui Pascal s, i de a
”
ı̂nghesui” cumva datele ı̂n memorie. Chiar dacă dispunem de memorie

extinsă, segmentarea la 64 KB a datelor ridică destul de multe probleme. Vom trata pe

rând câteva cazuri.

3.1 Vectori de tip boolean de mari dimensiuni

În Borland Pascal, variabilele de tip logic (Boolean) se reprezintă pe un octet. Se

s,tie ı̂nsă că variabilele booleene pot lua doar două valori, deci un singur bit ar fi suficient

pentru a le reprezenta. Motivul acestei aparente
”
risipe” de memorie este viteza de rulare

a programului. Regis,trii lucrează la nivel de octet, iar operat, iile la nivel de bit sunt mai
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costisitoare din punct de vedere al timpului. În plus, cei s,apte bit, i care ar fi economisit, i

nu ar putea fi folosit, i decât cel mult pentru alte variabile booleene.

În unele cazuri, ı̂nsă, comprimarea variabilelor logice la un singur bit este necesară,

această misiune revenindu-i programatorului. Iată un exemplu de problemă de concurs:

ENUNT, : Se dau N − 1 numere naturale distincte cuprinse ı̂ntre 1 s, i N . Să se

tipărească cel de-al N -lea număr (cel care lipses,te).

Intrarea se face din fis, ierul INPUT.TXT, care cont, ine pe prima linie valoarea lui N

(N ≤ 500.000), iar pe următoarele N − 1 linii câte un număr cuprins ı̂ntre 1 s, i N .

Ies, irea: pe ecran se va tipări numărul care lipses,te.

Exemplu: Pentru fis, ierul de intrare:

5

3

2

5

1

rezultatul tipărit pe ecran va fi 4.

Complexitate cerută: O(N).

Timp de implementare: 30 minute.

REZOLVARE: O solut, ie foarte elegantă a problemei este următoarea: se s,tie că

suma primelor N numere naturale este

SN =
N(N + 1)

2
(3.1)

Se calculează suma S ′ a numerelor din fis, ierul de intrare, iar numărul lipsă este

K = SN − S ′. Această metodă are un dezavantaj care o face inutilizabilă: S500.000

este aproximativ 125 · 109, adică un număr mult prea mare chiar s, i pentru tipul de date

Longint. Ar trebui să se memoreze numerele foarte mari pe un vector de cifre, apoi ar

trebui scrise funct, iile pentru adunarea s, i scăderea unor asemenea numere (vezi capitolul

al II-lea), lucru destul de incomod dacă se t, ine seama de timpul de implementare.

Pentru a memora tot vectorul ı̂n memorie este nevoie de 500.000 × 4 = 2.000.000

octet, i, adică foarte mult, iar găsirea valorii care lipses,te ar presupune ı̂n cel mai bun
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caz o sortare ı̂n O(N logN), care ar depăs, i complexitatea cerută. Ar mai fi solut, ia de

a căuta pe rând fiecare număr ı̂n fis, ier s, i de a tipări primul număr pe care nu-l găsim.

În cazul cel mai rău, ı̂nsă, algoritmul ar face N parcurgeri ale fis, ierului de intrare s, i N2

comparat, ii, deci ar depăs, i de asemenea complexitatea cerută, ca să nu mai vorbim de

timpul de rulare.

Rezolvarea cea mai la ı̂ndemână este de a construi un vector de variabile booleene cu

N elemente. Se face apoi citirea datelor s, i se bifează ı̂n vector fiecare număr citit. Apoi

se parcurge vectorul s, i se caută singurul element nebifat. Această versiune face o singură

parcurgere a fis, ierului, adică minimul posibil.

Mai rămâne de văzut cum operăm cu un vector de 500.000 de variabile booleene.

Dacă fiecare variabilă ar ocupa un octet, necesarul de memorie ar fi de 500.000 de octet, i,

care sunt greu de găsit ı̂n memoria de bază. Dacă ı̂nsă alocăm câte un bit pentru fiecare

element, necesarul de memorie este 500.000 / 8 = 62.500 octet, i, adică o sumă rezonabilă

care, mai mult, ı̂ncape ı̂ntr-un singur segment de memorie s, i poate fi alocată static fără

probleme. Cum se poate accesa s, i modifica valoarea unui bit din acest vector comprimat?

Vom numerota vectorul nostru ı̂ncepând de la 0, deci ultimul său element va fi V [62.499].

Primii săi opt bit, i (bit, ii 0...7, adică octetul V [0]) vor fi variabilele logice atas,ate numerelor

1...8, următorii opt bit, i (bit, ii 8...15, adică octetul V [1]) vor fi variabilele logice atas,ate

numerelor 9...16, s, i as,a mai departe. Ultimii opt bit, i (bit, ii 499.992...499.999, adică octetul

V [62.499]) vor fi variabilele logice atas,ate numerelor 499.993...500.000. În general, bitul

cu numărul X indică dacă numărul X + 1 a fost găsit sau nu. Iată cum ar putea arăta

vectorul la un moment oarecare al citirii din fis, ier:

1 0 0 0 1 0 1 0 · · · 0 1 0 1 0 0 1 1 1 0 0 1 0 0 0 1

V [62.499] V [1] V [0]

bitul 499.999 · · · bitul 499.992 bitul 15 · · · bitul 8 bitul 7 · · · bitul 0

Vectorul este reprezentat
”
pe dos”, ceea ce ar putea să pară ciudat la prima vedere.

Am făcut ı̂nsă acest lucru deoarece, ı̂n cadrul octetului, bit, ii sunt numerotat, i ı̂n ordine

crescătoare de la dreapta spre stânga s, i am t, inut să păstrăm aceeas, i ordine s, i pentru

numerotarea octet, ilor ı̂n vector.

Primul octet semnifică că numărul 1 a fost ı̂ntâlnit, numerele 2, 3 s, i 4 nu au fost

ı̂ntâlnite ı̂ncă, numărul 5 a fost găsit etc. Trebuie acum să vedem cum se face efectiv

modificarea vectorului. Init, ial tot, i bit, ii au valoarea 0. Se cites,te din fis, ier un număr X

s, i trebuie ca al X − 1-lea bit să fie setat pe 1.
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Mai ı̂ntâi trebuie aflat ı̂n ce octet se află al X − 1-lea bit. Se observă imediat că ı̂n

octetul Oct = (X − 1) div 8. De exemplu, bit, ii 0..7 se află ı̂n octetul 0, bit, ii 7..15 ı̂n

octetul 1 s, .a.m.d. Mai e nevoie să s,tim al câtulea bit este bitul nostru ı̂n cadrul octetului.

El va fi pe pozit, ia B = (X − 1) mod 8 (numărătoarea ı̂ncepe de la 0). În sfârs, it, trebuie

să setăm bitul respectiv la valoarea 1. În problema de mai sus, singura operat, ie necesară

este modificarea unui bit din 0 ı̂n 1. Vom trata ı̂nsă cazul cel mai general, când se cere

setarea unui bit la o anumită valoare (0 sau 1) fără a se s,ti ce valoare a avut el ı̂nainte.

Să pornim de la un exemplu particular urmând ca apoi să generalizăm rezultatul. Se

cere să se seteze bitul 2 al octetului A = 00110010 la valoarea 1. Pentru aceasta, putem

folosi o mască logică ı̂n care numai bitul 2 este setat pe 1, iar ceilalt, i sunt 0, adică masca

M = 00000100. Între octet, ii A s, i M se poate face acum un SAU logic:

A 00110010 SAU

M 00000100

--------

B 00110110

Se observă că B = A cu except, ia bitului 2, care a luat valoarea 1. Acest fapt este

us,or de explicat: 0 este element neutru ı̂n raport cu operat, ia SAU (0 SAU X = X, ∀X)

s, i deci bit, ii de valoare 0 din M nu modifică bit, ii corespunzători din A. În schimb,

1 SAU X = 1, ∀X, deci bitul 2 din B va lua valoarea 1 indiferent de valoarea bitului

corespunzător din A.

Revenind la cazul nostru, octetul Oct are o valoare oarecare cuprinsă ı̂ntre 0 s, i 255,

iar noi trebuie să-i setăm bitul B (0 ≤ B ≤ 7) la valoarea 1. Masca M va avea tot, i bit, ii

de valoare 0, cu except, ia bitului B care va avea valoarea 1. Aceasta ı̂nseamnă ca masca

M are valoarea M = 2B = 1 shl B. Operat, ia pe care o avem de făcut este:

 V[Oct] := V[Oct] or (1 shl B)

Să luăm acum un exemplu pentru a vedea cum se setează un bit oarecare la valoarea

0. Fie A = 01101101. Se cere să setăm bitul 5 la valoarea 0. De data aceasta, vom folosi

o mască ı̂n care tot, i bit, ii sunt 1, mai put, in al 5-lea s, i vom aplica operat, ia S, I logic:

A 01101101 S,I

M 11011111

--------

B 01001101
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Se observă că B = A cu except, ia bitului 5, care a trecut de la valoarea 1 la valoarea

0. Aceasta deoarece 1 este element neutru ı̂n raport cu operat, ia S, I (1 S, I X = X, ∀X)

s, i deci bit, ii de valoare 1 din M nu modifică bit, ii corespunzători din A. În schimb,

0 S, I X = 0, ∀X, deci bitul 5 din B va lua valoarea 0 indiferent de valoarea bitului

corespunzător din A.

Să ne ı̂ntoarcem la problema noastră: trebuie setat bitul B din octetul Oct la valoarea

0. Pentru a construi masca M remarcăm că un octet cu tot, i bit, ii de valoare 1 este egal

cu 255. Din 255 trebuie să scădem (1 shl B), deci operat, ia necesară este:

 V[Oct] := V[Oct] and (255 - (1 shl Bit))

Mai avem nevoie s, i să testăm valoarea unui bit. Să luăm de exemplu A = 00101111

s, i să aflăm ce valoare au bit, ii 3 s, i 7. Folosim măs,tile M3 = 00001000 s, i M7 = 10000000,

aplicând de fiecare dată operat, ia S, I logic.

A 00101111 S,I A 00101111 S,I

M3 00001000 M7 10000000

-------- --------

00001000 00000000

În ce caz rezultatul poate fi diferit de 0? S, apte dintre bit, ii măs,tii sunt 0, deci bit, ii

corespunzători din B vor fi oricum 0. Cel de-al optulea depinde de bitul respectiv din A:

dacă acesta este 0, rezultatul va fi 0, dacă este 1, rezultatul va fi diferit de 0. Revenind

la problemă, testul care trebuie făcut este:

 V[Oct] and (1 shl Bit) <> 0

Cel mai bine este să se creeze o
”
interfat, ă” care să aibă implementate cele două funct, ii

(setarea s, i testarea unui bit). După aceasta nu se va mai accesa direct vectorul, ci numai

prin intermediul acestor funct, ii. În felul acesta, dacă vor apărea erori de funct, ionare din

cauza lucrului cu vectorul, vom s,ti unde să le căutăm.

Init, ializarea vectorului se poate face prin două metode: una, mai elegantă, constă ı̂n

folosirea funct, iei de atribuire pentru fiecare element al său ı̂n parte. A doua, mai rapidă,

constă ı̂n suprascrierea cu valoarea 0 a tuturor celor 62.500 de elemente ale vectorului V ,

printr-un acces direct al memoriei (procedura FillChar din Pascal).

În program, pentru cres,terea vitezei, s-au făcut următoarele modificări:
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• (X − 1) div 8 ı̂nseamnă (X − 1) div 23, adică (X-1) shr 3;

• (X − 1) mod 8 reprezintă ultimii 3 bit, i din reprezentarea binară a lui X − 1, adică

(X-1) and 7 (deoarece 7 ı̂n binar este 00000111).

• 255 - (1 shl A) = 255 xor (1 shl A). Cu alte cuvinte, schimbarea unui

singur bit din 1 ı̂n 0 se poate face atât prin scădere, cât s, i printr-un SAU exclusiv,

a doua variantă fiind mai rapidă.

 program VectorDeBiti;

 type Vector=array[0..62499] of Byte;

 var V:Vector;

 N,X,i:LongInt;



 function GetValue(X:LongInt):Boolean;

 begin

 GetValue:=V[Pred(X) shr 3] and (1 shl (Pred(X) and 7))<>0;

 end;



 procedure SetValue(X:LongInt;B:Boolean);

 begin

 if B

 then V[Pred(X) shr 3]:=V[Pred(X) shr 3] or

 (1 shl (Pred(X) and 7))

 else V[Pred(X) shr 3]:=V[Pred(X) shr 3] and

 ($FF xor (1 shl (Pred(X) and 7)));

 end;



 begin

 FillChar(V,SizeOf(V),0);

 Assign(Input,'input.txt');Reset(Input);

 ReadLn(N);

 for i:=1 to N-1 do

 begin

 ReadLn(X);

 SetValue(X,True);

 end;

 Close(Input);

 i:=0;

 repeat Inc(i) until not GetValue(i);

 WriteLn(i);

 end.
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3.2 Vectori de dimensiuni mari cu elemente de valori

mici

Metoda descrisă la punctul anterior se poate aplica s, i ı̂n alte două cazuri particulare.

Dacă elementele vectorului de care avem nevoie pot lua nu doar două valori, ci patru

valori (0, 1, 2, 3), atunci ele se pot reprezenta pe doi bit, i. În concluzie, ı̂ntr-un octet

putem
”
ı̂nghesui” patru elemente ale vectorului, iar pe un segment de memorie se pot

reprezenta peste 250.000 elemente. În cazul ı̂n care elementele vectorului iau valori ı̂ntre

0 s, i 15, ele se reprezintă pe 4 bit, i (̂ın limba engeză, grupul de 4 bit, i poartă un nume

special - nibble), adică două elemente pe un octet, iar pe un segment ı̂ncap peste 125.000

elemente. Vom trata numai al doilea caz, lăsându-l pe primul ca temă.

Vom folosi de asemenea un vector V cu 62.500 elemente numerotate cu ı̂ncepere de la

0. Octetul 0 va fi folosit pentru a memora primele două elemente din vectorul dat, octetul

1 va memora al treilea s, i al patrulea element etc. Octetul 62.499 va memora elementele

124.999 s, i 125.000. Să vedem de exemplu cum se memorează vectorul (5, 12, 4, 11, 0,

15).

1 1 1 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1

V [2] V [1] V [0]

nibble 5 nibble 4 nibble 3 nibble 2 nibble 1 nibble 0

Avem nevoie de aceleas, i operat, ii ca s, i ı̂n cazul precedent:

• Setarea valorii unui element, indiferent de valoarea sa precedentă;

• Aflarea valorii unui element;

• Init, ializarea vectorului.

Pentru a seta valoarea elementului cu numărul X (1 ≤ X ≤ 125.000), trebuie alterat

nibble-ul cu numărul X−1. În ce octet se află acest nibble? În octetul Oct = (X−1) div 2.

Ce pozit, ie ocupă nibble-ul ı̂n cadrul octetului? Pozit, ia Nib = (X − 1) mod 2. Să luăm

acum un caz particular s, i să vedem cum se face modificarea propriu-zisă, urmând ca apoi

să generalizăm.

Se dă octetul A = 01110010 s, i se cere ca nibble-ul 1 (cel din stânga) să fie setat la

valoarea 13 (̂ın binar 1101). Se observă că nibble-ul stâng are deja o altă valoare, deci
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ı̂n primul rând trebuie
”
curăt,ată zona”, respectiv nibble-ul trebuie adus la valoarea 0.

Cum? Probabil at, i ı̂nvăt,at deja, cu o mască logică. Cum tot, i patru bit, ii trebuie pus, i

pe 0, iar ceilalt, i patru trebuie să rămână nealterat, i, folosim masca M1 = 00001111 s, i

aplicăm operatorul S, I logic:

A 01110010 S,I

M1 00001111

--------

A’ 00000010.

As,adar nibble-ul 0 a rămas nemodificat, iar nibble-ul 1 are valoarea 0. Acum putem

aduna pur s, i simplu nibble-ul de valoare 13. Pentru aceasta, luăm numărul 13 (̂ın binar

1101) s, i ı̂l deplasăm spre stânga cu 4 pozit, ii, pentru a-l alinia ı̂n dreptul nibble-ului 1,

după care efectuăm un SAU logic (se poate face s, i adunarea, dar ea este mai lentă din

punct de vedere al calculatorului).

A’ 00000010 SAU

M2 11010000

--------

B 11010010

Să presupunem acum că voiam să setăm nibble-ul drept la aceeas, i valoare, 13. Ce

aveam de făcut?
”
Curăt,am” jumătatea dreaptă a octetului printr-un S, I logic cu masca

M1 = 11110000, apoi făceam un SAU logic cu nibble-ul 13:

A 01110010 S,I

M1 11110000

--------

A’ 01110000 SAU

M2 00001101

--------

B 01111101

Metoda generală este deci următoarea. Se construies,te masca M1 cu care se setează

pe 0 nibble-ul dorit. Masca se obt, ine scăzând din octetul
”
plin” 11111111 (zecimal 255,

hexazecimal $FF) valoarea 1111 (zecimal 15, hexazecimal $0F), deplasată la stânga cu 4

pozit, ii dacă Nib = 1. O primă formă a instruct, iunii de construire a măs,tii ar fi:
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 if Nib=1 then M1:=$FF - ($0F shl 4)

 else M1:=$FF - $0F

Pentru a evita instruct, iunea if, destul de mare consumatoare de timp, se poate

calcula direct

 M1:=$FF xor ($0F shl (Nib shl 2))

deoarece Nib shl 2 este 0 dacă Nib = 0 s, i 4 dacă Nib = 1. S-a ı̂nlocuit scăderea

cu operat, ia SAU exclusiv, pentru motivul arătat la punctul 1.

Apoi se adună, după aceeas, i metodă, valoarea K dorită (0 ≤ K ≤ 15):

 V[Oct] = (V[Oct] and ($FF xor ($0F shl (Nib shl 2))))

 or (K shl (Nib shl 2))

Să vedem cum se află valoarea unui nibble. Să presupunem că se dă octetul A =

01111010 s, i se cere să se afle nibble-ul 1 (cel din stânga). Pentru aceasta, se face un S, I

logic cu masca M = 11110000 (deoarece ultimii patru bit, i nu interesează), iar rezultatul

se deplasează spre dreapta cu 4 bit, i:

A 01111010 S,I

M 11110000

--------

A’ 01110000 >>>>

--------

B 00000111

Deci nibble-ul stâng are valoarea 7. Revenind la cazul nostru, valoarea K a nibble-ului

Nib din octetul Oct este:

 K = (V[Oct] and ($0F shl (Nib shl 2))) shr (Nib shl 2)

Se recomandă s, i ı̂n acest caz scrierea unor funct, ii s, i folosirea vectorului V numai prin

intermediul acestor funct, ii. În cazul init, ializării vectorului, dacă toate elementele trebuie
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puse la valoarea 0, se poate folosi totus, i procedura FillChar, care e mult mai rapidă

decât apelarea funct, iilor noastre pentru fiecare element ı̂n parte.

Prezentăm mai jos numai un program demonstrativ despre modul de lucru cu aceste

funct, ii:

 program Nibbles;

 type Vector=array[0..62499] of Byte;

 var V:Vector;



 function GetValue(X:LongInt):Word;

 var Oct,Nib:Word;

 begin

 Oct:=Pred(X) shr 1;

 Nib:=Pred(X) and 1;

 GetValue:=(V[Oct] and ($0F shl (Nib shl 2)))

 shr (Nib shl 2);

 end;



 procedure SetValue(X:LongInt;K:Word);

 var Oct,Nib:Word;

 begin

 Oct:=Pred(X) shr 1;

 Nib:=Pred(X) and 1;

 V[Oct]:=(V[Oct] and ($FF xor ($0F shl (Nib shl 2))))

 or (K shl (Nib shl 2));

 end;



 begin

 FillChar(V,SizeOf(V),0);

 SetValue(12345,12);

 SetValue(12346,13); { Doi nibble de pe acelasi octet }

 WriteLn(GetValue(12345),' ',GetValue(12346));

 end.

3.3 Alocarea dinamică a matricelor de mari dimen-

siuni

Să presupunem că avem nevoie de o matrice cu 400 linii s, i 400 coloane cu elemente de

tip Integer. Necesarul de memorie este deci de 400 × 400 × 2 = 320.000 octet, i, adică
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mult mai mult decât un segment. O cale foarte comodă de a rezolva această dificultate

este de a declara matricea drept un vector de pointeri la vectori, ca ı̂n figura de mai jos:

A[1] · · ·
1 2 3 400

A[2] · · ·

A[3] · · ·

...

A[400] · · ·

Dimensiunea vectorului de pointeri este de 400 × 4 = 1.600 octet, i (un pointer se

reprezintă pe 4 octet, i). Dimensiunea unei linii din matrice este de 400× 2 = 800 octet, i.

As,adar, fiecare structură de date ı̂ncape pe un segment. Vectorii sunt alocat, i dinamic la

intrarea ı̂n program.

Metoda este comod de implementat (practic singura diferent, ă este că elementul de la

coordonatele (i, j) din matrice nu va mai fi adresat cu A[i,j], ci cu A[i]ˆ[j]) s, i nu

este consumatoare de timp (adresarea unui element mai presupune, pe lângă cele două

incrementări datorate indicilor, s, i o indirectare datorată pointerului).

Iată un exemplu demonstrativ de folosire a acestei structuri de date, care calculează

suma numerelor naturale de la 1 la 100.

 program VPV;

 type Vector=array[1..400] of Integer;

 Matrix=array[1..400] of ˆVector;

 var A:Matrix;

 i:Integer;



 begin

 for i:=1 to 400 do New(A[i]);

 A[1]ˆ[1]:=1;

 for i:=2 to 100 do A[i]ˆ[i]:=A[i-1]ˆ[i-1]+i;

 WriteLn(A[100]ˆ[100]);

 end.
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3.4 Fragmentarea matricelor de mari dimensiuni

O altă solut, ie pentru a reprezenta ı̂n memorie structuri de date care depăs,esc un segment

este de a le fragmenta ı̂n bucăt, i mai mici, fiecare din acestea nedepăs, ind un segment.

Pentru a accesa un element oarecare al structurii, depistăm ı̂ntâi fragmentul din care el

face parte, apoi ı̂l localizăm ı̂n cadrul fragmentului.

Să considerăm acelas, i exemplu al unei matrice A de dimensiuni 400×400 cu elemente

de tip Integer. Spat, iul necesar este de 320.000 octet, i, adică mai mult de 4 segmente

de câte 64 KB s, i mai put, in de 5. Să spunem că am dori să fragmentăm această matrice

ı̂n 5 matrice B[0], B[1], B[2], B[3], B[4], fiecare având câte 400 linii s, i 80 de coloane (vom

numerota liniile de la 0 la 399 s, i coloanele de la 0 la 79). Cele 5 matrice se vor aloca

dinamic, fiecare ı̂ncăpând pe un segment (as,adar vectorul B este un vector de pointeri la

matrice).

Unde se va regăsi elementul A[i, j] ? Primele 80 de coloane din matricea A se vor afla

ı̂n matricea B[0], următoarele 80 de coloane din A se vor afla ı̂n matricea B[1] s, .a.m.d.

Coloana j a matricei A se va afla prin urmare ı̂n matricea B[j div 80]. Linia i va fi aceeas, i,

iar coloana pe care se află elementul A[i, j] ı̂n cadrul matricei B[j div 80] este j mod 80.

Acum se vede de ce, pentru a calcula mai rapid câtul s, i restul ı̂mpărt, irilor, este bine

ca numărul de coloane la care se face fragmentarea să fie o putere a lui 2, astfel ı̂ncât

operat, iile div s, i mod să se poată ı̂nlocui printr-un shr s, i un and. Pentru problema

noastră, cea mai rezonabilă cifră este 64, ceea ce ı̂nseamnă că avem nevoie de d400/64e = 7

fragmente (prin rotunjire ı̂n sus a rezultatului). De fapt, prin alocarea a 7 segmente

(numerotate de la 0 la 6) se creează 7 × 64 = 448 de coloane, cu 48 mai mult decât era

necesar. Se pierde deci o cantitate de memorie de 48× 400× 2 = 38.400 octet, i. În cazul

ı̂n care această memorie nu este vitală, se poate face
”
risipă”, câs,tigându-se ı̂n schimb

viteză.

Iată cum ar arăta matricea fragmentată la 64 de coloane:
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B[0] B[1] B[2] B[3] B[4] B[5] B[6]

0 1 2 · · · 63 0 1 2 · · · 63 0 1 2 · · · 15 16 · · · 63

0 · · · · · · · · · · · ·

1 · · · · · · · · · · · ·

2 · · · · · · · · · · · ·

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...

399 · · · · · · · · · · · ·

0 1 2 · · · 63 64 65 66 · · · 127 384 385 386 · · · 399 400 · · · 447

Prezentăm mai jos un scurt exemplu de fragmentare, care face acelas, i lucru ca s, i

programul de la punctul anterior. S-au scris, ca s, i ı̂n cazurile precedente, două funct, ii,

una pentru modificarea unui element s, i una pentru aflarea valorii lui. De asemenea, X

div 64 a fost ı̂nlocuit peste tot cu X shr 6, iar X mod 64 cu X and 63.

 program Fragment;

 type FragType=array[0..399,0..63] of Integer;

 Matrix=array[0..6] of ˆFragType;

 var B:Matrix;

 i:Integer;



 function GetValue(i,j:Integer):Integer;

 begin

 GetValue:=B[j shr 6]ˆ[i,j and 63];

 end;



 procedure SetValue(i,j,Value:Integer);

 begin

 B[j shr 6]ˆ[i,j and 63]:=Value;

 end;



 begin

 for i:=0 to 6 do New(B[i]);

 SetValue(1,1,1);

 for i:=2 to 100 do SetValue(i,i,GetValue(i-1,i-1)+i);

 WriteLn(GetValue(100,100));

 end.
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Capitolul 4

Heap-uri s, i tabele de dispersie

Vom ı̂ncheia prezentarea structurilor de date mai speciale cu două structuri care se fac

folositoare ı̂n problemele de căutare s, i sortare. Ele nu sunt dificil de implementat s, i se

mulează peste orice structuri de date care cont, in multe ı̂nregistrări ce pot fi ordonate

după anumite criterii.

4.1 Heap-uri

Să pornim de la o problemă interesantă mai mult din punct de vedere teoretic:

ENUNT, : Un vector se numes,te k-sortat dacă orice element al său se găses,te la o

distant, ă cel mult egală cu k de locul care i s-ar cuveni ı̂n vectorul sortat. Iată un exemplu

de vector 2-sortat cu 5 elemente:

V = (6 2 7 4 10) (4.1)

Vsortat = (2 4 6 7 10) (4.2)

Se observă că elementele 4 s, i 6 se află la două pozit, ii distant, ă de locul lor ı̂n vectorul

sortat, elementele 2 s, i 7 se află la o pozit, ie distant, ă, iar elementul 10 se află chiar pe

pozit, ia corectă. Distant,a maximă este 2, deci vectorul V este 2-sortat. Desigur, un

vector k-sortat este ı̂n acelas, i timp s, i un vector (k + 1)-sortat, s, i un vector (k + 2)-sortat

etc., deoarece, dacă orice element se află la o distant, ă mai mică sau egală cu k de locul

potrivit, cu atât mai mult el se va afla la o distant, ă mai mică sau egală cu k + 1, k + 2

etc. În continuare, când vom spune că vectorul este k-sortat, ne vom referi la cel mai mic

k pentru care afirmat, ia este adevărată. Prin urmare, un vector cu N elemente poate fi
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N -1 sortat ı̂n cazul cel mai defavorabil. Mai facem precizarea că un vector 0-sortat este

un vector sortat ı̂n ı̂nt,elesul obis,nuit al cuvântului, deoarece fiecare element se află la o

distant, ă egală cu 0 de locul său.

Problema este: dându-se un vector k-sortat cu N elemente numere ı̂ntregi, se cere să-l

sortăm ı̂ntr-un timp mai bun decât O(N logN).

Intrarea: Fis, ierul INPUT.TXT cont, ine pe prima linie valorile lui N s, i K (2 ≤ K < N

s, i N ≤ 10.000), despărt, ite printr-un spat, iu. Pe a doua linie se dau cele N elemente ale

vectorului, despărt, ite prin spat, ii.

Ies, irea: În fis, ierul OUTPUT.TXT se vor tipări pe o singură linie elementele vectorului

sortat, separate prin spat, ii.

Exemplu:

INPUT.TXT OUTPUT.TXT

5 2

6 2 7 4 10

2 4 6 7 10

Timp de implementare: 45 minute.

Timp de rulare: 5 secunde.

Complexitate cerută: O(N logK).

REZOLVARE: Vom ı̂ncepe prin a defini not, iunea de heap. Un heap (engl. grămadă)

este un vector care poate fi privit s, i ca un arbore binar, as,a cum se vede ı̂n figura de mai

jos:
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Lângă fiecare nod din arbore se află câte un număr, reprezentând pozit, ia ı̂n vector pe
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care ar avea-o nodul respectiv. Pentru cazul considerat, vectorul echivalent ar fi:

V = (12 10 11 10 7 9 3 2 8 1 4 3) (4.3)

Se observă că nodurile sunt parcurse de la stânga la dreapta s, i de sus ı̂n jos. O

proprietate necesară pentru ca un arbore binar să se poată numi heap este ca toate

nivelele să fie complete, cu except, ia ultimului, care se completează ı̂ncepând de la stânga

s, i continuând până la un punct. De aici de ducem că ı̂nălt, imea unui heap cu N noduri

este

h = blog2Nc (4.4)

(reamintim că ı̂nălt, imea unui arbore este adâncimea maximă a unui nod, considerând

rădăcina drept nodul de adâncime 0). Reciproc, numărul de noduri ale unui heap de

ı̂nălt, ime h este:

N ∈ [2h, 2h+1 − 1] (4.5)

Tot din această organizare mai putem deduce că tatăl unui nod k > 1 este nodul

dk/2e, iar fiii nodului k sunt nodurile 2k s, i 2k + 1. Dacă 2k = N , atunci nodul 2k + 1

nu există, iar nodul k are un singur fiu; dacă 2k > N , atunci nodul k este frunză s, i nu

are nici un fiu. Exemple: tatăl nodului 5 este nodul 2, iar fiii săi sunt nodurile 10 s, i 11.

Tatăl nodului 6 este nodul 3, iar unicul său fiu este nodul 12. Tatăl nodului 9 este nodul

4, iar fii nu are, fiind frunză ı̂n heap.

Dar cea mai importantă proprietate a heap-ului, cea care ı̂l face util ı̂n operat, iile de

căutare, este aceea că valoarea oricărui nod este mai mare sau egală cu valoarea oricărui

fiu al său. După cum se vede mai sus, nodul 2 are valoarea 10, iar fiii săi - nodurile 4 s, i 5

- au valorile 10 s, i respectiv 7. Întrucât operatorul ≥ este tranzitiv, putem trage concluzia

că un nod este mai mare sau egal decât oricare din nepot, ii săi s, i, generalizând, va rezulta

că orice nod este mai mare sau egal decât toate nodurile din subarborele a cărui rădăcină

este el.

Această afirmat, ie nu decide ı̂n nici un fel ı̂ntre valorile a două noduri dispuse astfel

ı̂ncât nici unul nu este descendent al celuilalt. Cu alte cuvinte, nu ı̂nseamnă că orice nod

de pe un nivel mic are valoare mai mare decât nodurile mai apropiate de frunze. Este

cazul nodului 7, care are valoarea 3 s, i este mai mic decât nodul 9 de valoare 8, care este
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totus, i as,ezat mai jos ı̂n heap. În orice caz, o primă concluzie care rezultă din această

proprietate este că rădăcina are cea mai mare valoare din tot heap-ul.

Structura de heap permite efectuarea multor operat, ii ı̂ntr-un timp foarte bun:

• Căutarea maximului ı̂n O(1);

• Crearea unei structuri de heap dintr-un vector oarecare ı̂n O(N);

• Eliminarea unui element ı̂n O(logN);

• Inserarea unui element ı̂n O(logN);

• Sortarea ı̂n O(N logN)

• Căutarea (singura care nu este prea eficientă) ı̂n O(N).

Desigur, toate aceste operat, ii se fac ment, inând permanent structura de heap a arbore-

lui, adică respectând modul de repartizare a nodurilor pe nivele s, i ”
ı̂nălt,area” elementelor

de valoare mai mare. Este de la sine ı̂nt,eles că datele nu se vor reprezenta ı̂n memorie ı̂n

forma arborescentă, ci ı̂n cea vectorială. Să le analizăm pe rând.

4.1.1 Căutarea maximului

Practic operat, ia aceasta nu are de făcut decât să ı̂ntoarcă valoarea primului element din

vector:

 typedef int Heap[10001];

 void Max(Heap H, int N)

 {

 return H[1];

 }

4.1.2 Crearea unei structuri de heap dintr-un vector oarecare

Pentru a discuta acest aspect, vom vorbi mai ı̂ntâi despre două proceduri specifice heap-

urilor, Sift (engl. a cerne) s, i Percolate (engl. a se infiltra). Să presupunem că un vector

are o structură de heap, cu except, ia unui nod care este mai mic decât unul din fiii săi.

Este cazul nodului 3 din figura de mai jos, care are o valoare mai mică decât nodul 6:
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Ce e de făcut? Desigur, nodul va trebui coborât ı̂n arbore, iar ı̂n locul lui vom aduce

alt nod, mai exact unul dintre fiii săi. Întrebarea este: care din fiii săi? Dacă vom aduce

nodul 7 ı̂n locul lui, acesta fiind mai mic decât nodul 6, inegalitatea se va păstra. Trebuie

deci să schimbăm nodul 3 cu nodul 6:
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Problema nu este ı̂nsă rezolvată, deoarece noul nod 6, proaspăt
”
retrogradat”, este

ı̂ncă mai mic decât fiul său, nodul 12. De data aceasta avem un singur fiu, deci o singură

opt, iune: schimbăm nodul 6 cu nodul 12 s, i obt, inem o structură de heap corectă:
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Procedura Sift primes,te ca parametri un heap H cu N noduri s, i un nod K s, i

presupune că ambii subarbori ai nodului K au structură de heap corectă. Misiunea ei

este să
”
cearnă” nodul K până la locul potrivit, interschimbând mereu nodul cu cel mai

mare fiu al său până când nodul nu mai are fii (ajunge pe ultimul nivel ı̂n arbore) sau

până când fiii săi au valori mai mici decât el.
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 void Sift(Heap H, int N, int K)

 { int Son;



 /* Alege un fiu mai mare ca tatal */

 if (K<<1<=N)

 { Son=K<<1;

 if (K<<1<N && H[(K<<1)+1]>H[(K<<1)])

 Son++;

 if (H[Son]<=H[K]) Son=0;

 }

 else Son=0;

 while (Son)

 { /* Schimba H[K] cu H[Son] */

 H[K]=(H[K]ˆH[Son])ˆ(H[Son]=H[K]);

 K=Son;

 /* Alege un alt fiu */

 if (K<<1<=N)

 { Son=K<<1;

 if (K<<1<N && H[(K<<1)+1]>H[(K<<1)])

 Son++;

 if (H[Son]<=H[K]) Son=0;

 }

 else Son=0;

 }

 }

Procedura Percolate se va ocupa tocmai de fenomenul invers. Să presupunem că

un heap are o
”
defect, iune” ı̂n sensul că observăm un nod care are o valoare mai mare

decât tatăl său. Atunci, va trebui să interschimbăm cele două noduri. Este cazul nodului

10 din figura care urmează. Deoarece fiul care trebuie urcat este mai mare ca tatăl, care

la rândul lui (presupunând că restul heap-ului e corect) este mai mare decât celălalt fiu

al său, rezultă că după interschimbare fiul devenit tată este mai mare decât ambii săi fii.

Trebuie totus, i să privim din nou ı̂n sus s, i să continuăm să urcăm nodul ı̂n arbore fie până

ajungem la rădăcină, fie până ı̂i găsim un tată mai mare ca el. Iată ce se ı̂ntâmplă cu

nodul 10:
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 void Percolate(Heap H, int N, int K)

 { int Key;



 Key = H[K];

 while ((K>1) && (Key > H[K>>1]))

 { H[K]=H[K>>1];

 K>>=1;

 }

 H[K] = Key;

 }

Acum ne putem ocupa efectiv de construirea unui heap. Am spus că procedura

Sift presupune că ambii fii ai nodului pentru care este ea apelată au structură de heap.
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Aceasta ı̂nseamnă că putem apela procedura Sift pentru orice nod imediat superior

nivelului frunzelor, deoarece frunzele sunt arbori cu un singur nod, s, i deci heap-uri corecte.

Apelând procedura Sift pentru toate nodurile de deasupra frunzelor, vom obt, ine deja

o structură mai organizată, asigurându-ne că pe ultimele două nivele avem de-a face

numai cu heap-uri. Apoi apelăm aceeas, i procedură pentru nodurile de pe al treilea nivel

ı̂ncepând de la frunze, apoi pentru cele de deasupra lor s, i as,a mai departe până ajungem

la rădăcină. În acest moment, heap-ul este construit. Iată cum funct, ionează algoritmul

pentru un arbore total dezorganizat:
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Structură de heap

 void BuildHeap(Heap H, int N)

 { int i;



 for (i=N/2; i; Sift(H, N, i--));

 }

S-a apelat căderea ı̂ncepând de la al N/2-lea nod, deoarece s-a arătat că acesta este

ultimul nod care mai are fii, restul fiind frunze. Să calculăm acum complexitatea acestui

algoritm. Un calcul sumar ar putea spune: există N noduri, fiecare din ele se
”
cerne”

pe O(logN) nivele, deci timpul de construct, ie a heap-ului este O(N logN). Totus, i nu

este as,a. Presupunem că ultimul nivel al heap-ului este plin. În acest caz, jumătate din

noduri vor fi frunze s, i nu se vor cerne deloc. Un sfert din noduri se vor afla deasupra lor

s, i se vor cerne cel mult un nivel. O optime din noduri se vor putea cerne cel mult două

nivele, s, i as,a mai departe, până ajungem la rădăcina care se află singură pe nivelul ei s, i

va putea cădea maxim h nivele (reamintim că h = blogNc). Rezultă că timpul total de

calcul este dat de formula:

O

(blog2 Nc∑
k=0

k · N

2k+1

)
(4.6)

Demonstrarea egalităt, ii se poate face făcând substitut, ia N = 2h s, i continuând calcu-

lele. Se va obt, ine tocmai complexitatea O(2h); lăsăm această verificare ca temă cititorului.

4.1.3 Eliminarea unui element

Dacă eliminăm un element din heap, trebuie numai să refacem structura de heap. În

locul nodului eliminat s-a creat un gol, pe care trebuie să ı̂l umplem cu un alt nod. Care

ar putea fi acela? Întrucât trebuie ca toate nivelele să fie complet ocupate, cu except, ia
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ultimului, care poate fi gol numai ı̂n partea sa dreaptă, rezultă că singurul nod pe care

ı̂l putem pune ı̂n locul celui eliminat este ultimul din heap. Odată ce l-am pus ı̂n gaura

făcută, trebuie să ne asigurăm că acest nod
”
de umplutură” nu strică proprietatea de

heap. Deci vom verifica: dacă nodul pus ı̂n loc este mai mare ca tatăl său, vom apela

procedura Percolate. Altfel vom apela procedura Sift, ı̂n eventualitatea că nodul

este mai mic decât unul din fiii săi. Iată exemplul de mai jos:
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Să presupunem că vrem să eliminăm nodul de valoare 9, aducând ı̂n locul lui nodul

de valoare X. Însă X poate fi orice număr mai mic sau egal cu 18. Spre exemplu, X

poate fi 16, caz ı̂n care va trebui urcat deasupra nodului de valoare 10, sau poate fi 1,

caz ı̂n care va trebui cernut până la nivelul frunzelor. Deoarece căderea s, i urcarea se pot

face pe cel mult logN nivele, rezultă o complexitate a procedeului de O(logN).

 void Cut(Heap H, int N, int K)

 { H[K] = H[N--];



 if ((K>1) && (H[K] > H[K>>1]))

 Percolate(H, N, K);

 else Sift(H, N, K)

 }

4.1.4 Inserarea unui element

Dacă vrem să inserăm un nou element ı̂n heap, lucrurile sunt mult mai simple. Nu avem

decât să-l as,ezăm pe a N+1-a pozit, ie ı̂n vector s, i apoi să-l
”
promovăm” până la locul

potrivit. Din nou, urcarea se poate face pe maxim logN nivele, de unde complexitatea

logaritmică.

 void Insert(Heap H, int N, int Key)

 {
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 H[++N] = Key;

 Percolate(H, N, N);

 }

4.1.5 Sortarea unui vector (heapsort)

Acum, că am stabilit toate aceste lucruri, ideea algoritmului de sortare vine de la sine.

Începem prin a construi un heap. Apoi extragem maximul (adică vârful heap-ului) s, i

refacem heap-ul. Cele două operat, ii luate la un loc durează O(1)+O(logN) = O(logN).

Apoi extragem din nou maximul, (care va fi al doilea element ca mărime din vector) s, i

refacem din nou heap-ul. Din nou, complexitatea operat, iei compuse este O(logN). Dacă

facem acest lucru de N ori, vom obt, ine vectorul sortat ı̂ntr-o complexitate de O(N logN).

Partea cea mai frumoasă a acestui algoritm, la prima vedere destul de mare consu-

mator de memorie, este că el nu foloses,te deloc memorie suplimentară. Iată explicat, ia:

când heap-ul are N elemente, vom extrage maximul s, i ı̂l vom t, ine minte undeva ı̂n me-

morie. Pe de altă parte, ı̂n locul maximului (adică ı̂n rădăcina arborelui) trebuie adus

ultimul element al vectorului, adică H[N ]. După această operat, ie, heap-ul va avea N − 1

noduri, al N -lea rămânând liber. Ce alt loc mai inspirat decât acest al N -lea nod ne-am

putea dori pentru a stoca maximul? Practic, am interschimbat rădăcina, adică pe H[1]

cu H[N ]. Acelas, i lucru se face la fiecare pas, t, inând cont de mics,orarea permanentă a

heap-ului.

 void HeapSort(Heap H, int N)

 { int i;



 /* Construieste heap-ul */

 for (i=N>>1; i; Sift(H, N, i--));

 /* Sorteaza vectorul */

 for (i=N; i>=2;)

 { G[1]=(G[1]ˆG[i])ˆ(G[i]=G[1]);

 Sift(H, --i, 1);

 }

 }
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4.1.6 Căutarea unui element

Această operat, ie este singura care nu poate fi optimizată (̂ın sensul reducerii complexităt, ii

sub O(N)). Aceasta deoarece putem fi siguri că un nod mai mic este descendentul unuia

mai mare, dar nu putem s,ti dacă se află ı̂n subarborele stâng sau drept; din această

cauză, nu putem face o căutare binară. Totus, i, o oarecare ı̂mbunătăt, ire se poate aduce

fat, ă de căutarea secvent, ială. Dacă rădăcina unui subarbore este mai mică decât valoarea

căutată de noi, cu atât mai mult putem fi convins, i că descendent, ii rădăcinii vor fi s, i

mai mici, deci putem să renunt, ăm la a căuta acea valoare ı̂n tot subarborele. În felul

acesta, se poate ı̂ntâmpla ca bucăt, i mari din heap să nu mai fie explorate inutil. Pe cazul

cel mai defavorabil, ı̂nsă, parcurgerea ı̂ntregului heap este necesară. Lăsăm scrierea unei

proceduri de căutare pe seama cititorului.

[\

Sperând că am reus, it să explicăm modul de funct, ionare al unui heap, să ı̂ncercăm

să rezolvăm s, i problema propusă. Chiar faptul că ni se cere o complexitate de ordinul

O(N log k) ne sugerează construirea unui heap cu O(k) noduri. Să ne ı̂nchipuim că am

construi un heap H format din primele k + 1 elemente ale vectorului V . Diferent,a fat, ă

de ce am spus până acum este că orice nod va trebui să fie mai mic decât fiii săi. Acest

heap va servi deci la extragerea minimului.

Deoarece vectorul este k-sortat, rezultă că elementul care s-ar găsi pe prima pozit, ie

ı̂n vectorul sortat se poate afla ı̂n vectorul nesortat pe oricare din pozit, iile 1, 2, · · · , k+ 1.

El se află as,adar ı̂n heap-ul H; ı̂n plus, fiind cel mai mic, s,tim exact de unde să-l luăm:

din vârful heap-ului. Deci vom elimina acest element din heap s, i ı̂l vom trece
”
undeva”

separat (vom vedea mai târziu unde). În loc să punem ı̂n locul lui ultimul element din

heap, ı̂nsă, vom aduce al k + 2-lea element din vector s, i ı̂l vom lăsa să se cearnă. Acum

putem fi siguri că al doilea element ca valoare ı̂n vectorul sortat se află ı̂n heap, deoarece el

se putea afla ı̂n vectorul nesortat undeva pe pozit, iile 1, 2, · · · , k+2, toate aceste elemente

figurând ı̂n heap (binêınt,eles că minimul deja extras se exclude din discut, ie). Putem să

mergem la sigur, luând al doilea minim direct din vârful heap-ului.

Vom proceda la fel până când toate elementele vectorului vor fi adăugate ı̂n heap.

Din acel moment vom continua să extragem din vârful heap-ului, revenind la vechea

modalitate de a umple locul rămas gol cu ultimul nod disponibil. Continuăm s, i cu acest

procedeu până când heap-ul se goles,te. În acest moment am obt, inut vectorul sortat

”
undeva” ı̂n memorie. De fapt, dacă ne gândim put, in, vom constata că, odată ce primele

k + 1 elemente din vector au fost trecute ı̂n heap, ordinea lor ı̂n vectorul V nu mai
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contează, ele putând servi chiar la stocarea minimelor găsite pe parcurs. Pe măsură ce

aceste locuri se vor umple, altele noi se vor crea prin trecerea altor elemente ı̂n heap. Iată

deci cum nici acest algoritm nu necesită memorie suplimentară.

Să urmărim evolut, ia metodei pe exemplul din enunt, :

V = (6 2 7 4 10)

2 2

6 7

4

V = (2 | 2 7 4 10)

4 4

6 7

10

V = (2 4 | 7 4 10)

6 6

10 7

V = (2 4 6 | 4 10)

7 7

10
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V = (2 4 6 7 | 10)

10 10

V = (2 4 6 7 10)

 #include <stdio.h>

 #include <mem.h>

 int V[10001], H[10001], N, K;



 void ReadData(void)

 { FILE *F=fopen("input.txt","rt");

 int i;



 fscanf(F,"%d %d\n",&N, &K);

 for (i=1; i<=N; fscanf(F, "%d", &V[i++]));

 fclose(F);

 }



 void Sift(int X, int N)

 /* Cerne al X-lea element dintr-un heap de N elemente */

 { int Son;



 /* Alege un fiu mai mare ca tatal */

 if (X<<1<=N)

 { Son=X<<1;

 if (X<<1<N && H[(X<<1)+1]<H[(X<<1)])

 Son++;

 if (H[Son]>=H[X]) Son=0;

 }

 else Son=0;

 while (Son)

 { /* Schimba H[X] cu H[Son] */

 H[X]=(H[X]ˆH[Son])ˆ(H[Son]=H[X]);

 X=Son;

 /* Alege un alt fiu */

 if (X<<1<=N)

 { Son=X<<1;

 if (X<<1<N && H[(X<<1)+1]<H[(X<<1)])

 Son++;
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 if (H[Son]>=H[X]) Son=0;

 }

 else Son=0;

 }

 }



 void SortVector(void)

 { int i;



 /* Construieste heap-ul de K+1 elemente */

 for (i=1; i<=K+1; H[i++]=V[i]);

 for (i=(K+1) >> 1; i; Sift(i--, K+1));



 for (i=1; i<=N; i++)

 { V[i] = H[1]; // minimul trece in vector

 /* Se adauga un element din vector sau din heap */

 H[1] = (i<=N-K-1) ? V[i+K+1] : H[K+1];

 /* Daca vectorul s-a terminat, heap-ul incepe

 sa se micsoreze */

 if (i>N-K-1) K--;

 /* Cerne noul element */

 Sift(1, K+1);

 }

 }



 void WriteSolution(void)

 { FILE *F=fopen("con","wt");

 int i;



 for (i=1; i<=N; fprintf(F, "%d ", V[i++]));

 fprintf(F, "\n");

 fclose(F);

 }



 void main(void)

 {

 ReadData();

 SortVector();

 WriteSolution();

 }
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4.2 Tabele HASH

În multe aplicat, ii lucrăm cu structuri mari de date ı̂n care avem nevoie să facem căutări,

inserări, modificări s, i s,tergeri. Aceste structuri pot fi vectori, matrice, liste etc. În cazurile

mai fericite ale vectorilor, aces,tia pot fi sortat, i, caz ı̂n care localizarea unui element se

face prin metoda ı̂njumătăt, irii intervalului, adică ı̂n timp logaritmic. Chiar dacă nu avem

voie să sortăm vectorul, tot se pot face anumite optimizări care reduc foarte mult timpul

de căutare. De exemplu, probabil că mult, i dintre cititori au idee despre ce ı̂nseamnă

indexarea unei baze de date. Dacă avem o bază de date cu patru elemente de tip string,

s, i anume

B = (bac, zugrav, abac, zarva)

putem construi un vector Ind care să ne indice ordinea ı̂n care s-ar cuveni să fie as,ezate

cuvintele ı̂n vectorul sortat. Ordinea alfabetică (din cartea de telefon) a cuvintelor este:

”
abac”,

”
bac”,

”
zarva”,

”
zugrav”, deci vectorul Ind este:

Ind = (3, 1, 4, 2)

semnificând că primul cuvânt din vectorul sortat ar trebui să fie al treilea din vectorul

B, respectiv
”
abac” s, i as,a mai departe. În felul acesta am obt, inut un vector sortat, care

presupune o indirectare a elementelor. Vectorul sortat este

B′ = (B(Ind(1)), B(Ind(2)), B(Ind(3)), B(Ind(4)).

Această operat, ie se numes,te indexare. Ce-i drept, construct, ia vectorului Ind nu se

poate face ı̂ntr-un timp mai bun decât O(N logN), dar după ce acest lucru se face (o

singură dată, la ı̂nceputul programului), căutările se pot face foarte repede. Dacă pe

parcurs se fac adăugări sau s,tergeri de elemente ı̂n/din baza de date, se va pierde câtva

timp pentru ment, inerea indexului, dar ı̂n practică timpul acesta este mult mai mic decât

timpul care s-ar pierde cu căutarea unor elemente ı̂n cazul ı̂n care vectorul ar fi neindexat.

Nu vom intra ı̂n detalii despre indexare, deoarece nu acesta este obiectul capitolului de

fat, ă.

În unele situat, ii nu se poate face nici indexarea structurii de date. Să considerăm

cazul unui program care joacă s,ah. În esent, ă, modul de funct, ionare al acestui program

se reduce la o rutină care primes,te o pozit, ie pe tablă s, i o variabilă care indică dacă
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la mutare este albul sau negrul, rutina ı̂ntorcând cea mai bună mutare care se poate

efectua din acea pozit, ie. Majoritatea programelor de s,ah ı̂ncep să expandeze respectiva

pozit, ie, examinând tot felul de variante ce pot decurge din ea s, i alegând-o pe cea mai

promit, ătoare, as,a cum fac s, i jucătorii umani. Pozit, iile analizate sunt stocate ı̂n memorie

sub forma unei liste simplu sau dublu ı̂nlănt,uite. Memorarea nu se poate face sub forma

unui vector, deoarece numărul de pozit, ii analizate este de ordinul sutelor de mii sau chiar

al milioanelor, din care câteva zeci de mii sunt ret, inute ı̂n permanent, ă ı̂n memorie.

Să ne ı̂nchipuim acum următoarea situat, ie. Este posibil ca, prin expandarea unei

configurat, ii init, iale a tablei să se ajungă la aceeas, i configurat, ie finală pe două căi diferite.

Spre exemplu, dacă albul mută ı̂ntâi calul la f3, apoi nebunul la c4, pozit, ia rezultată va

fi aceeas, i ca s, i când s-ar fi mutat ı̂ntâi nebunul s, i apoi calul (considerând binêınt,eles că

negrul dă ı̂n ambele situat, ii aceeas, i replică). Dacă configurat, ia finală a fost deja analizată

pentru prima variantă, este inutil să o mai analizăm s, i pentru cea de-a doua, pentru că

rezultatul (concluzia la care se va ajunge) va fi exact acelas, i. Dar cum ı̂s, i poate da

programul seama dacă pozit, ia pe care are de gând s-o analizeze a fost analizată deja sau

nu?

Cea mai simplă metodă este o scanare a listei de configurat, ii examinate din memorie.

Dacă ı̂n această listă se află pozit, ia curentă de analizat, ı̂nseamnă că ea a fost deja

analizată s, i vom renunt,a la ea. Dacă nu, o vom analiza acum. Ideea ı̂n mare a algoritmului

este:

Procedura 1 Analizează(Pozit, ie P )

1: caută P ı̂n lista de pozit, ii deja analizate

2: dacă P nu există ı̂n listă atunci

3: expandează P s, i află cea mai bună mutare M

4: adaugă P la lista de pozit, ii analizate

5: returnează M

6: altfel

7: returnează valoarea M atas,ată pozit, iei P găsite ı̂n listă

8: sfârs, it dacă

Nu vom insista asupra a cum se expandează o pozit, ie s, i cum se calculează efectiv

cea mai bună mutare. Noi ne vom interesa de un singur aspect, s, i anume căutarea

unei pozit, ii ı̂n listă. Tehnica cea mai
”
naturală” este o parcurgere a listei de la cap la

coadă, comparând pe rând pozit, ia căutată cu fiecare pozit, ie din listă. Dacă lista are

memorate N pozit, ii, atunci ı̂n cazul unei căutări cu succes (pozit, ia este găsită), numărul

mediu de comparat, ii făcute este N/2, iar numărul cel mai defavorabil ajunge până la
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N . În cazul unei căutări fără succes (pozit, ia nu există ı̂n listă), numărul de comparat, ii

este ı̂ntotdeauna N . De altfel, cazul căutării fără succes este mult mai frecvent pentru

problema jocului de s,ah, unde numărul de pozit, ii posibile cres,te exponent, ial cu numărul

de mutări. Acelas, i număr de comparat, ii ı̂l presupun s, i s,tergerea unei pozit, ii din listă

(care presupune ı̂ntâi găsirea ei) s, i adăugarea (care presupune ca pozit, ia de adăugat să

nu existe deja ı̂n listă).

Pentru ı̂mbunătăt, irea practică a acestui timp sunt folosite tabelele de dispersie sau

tabelele hash (engl. hash = a toca, tocătură). Ment, ionăm de la bun ı̂nceput că tabelele

hash nu au nici o utilitate din punct de vedere teoretic. Dacă suntem rău intent, ionat, i,

este posibil să găsim exemple pentru care căutarea ı̂ntr-o tabelă hash să dureze la fel de

mult ca ı̂ntr-o listă simplu ı̂nlănt,uită, respectiv O(N). Dar ı̂n practică timpul căutării

s, i al adăugării de elemente ı̂ntr-o tabelă hash coboară uneori până la O(1), iar ı̂n medie

scade foarte mult (de mii de ori).

Iată despre ce este vorba. Să presupunem pentru ı̂nceput că ı̂n loc de pozit, ii pe

tabla de s,ah, lista noastră memorează numere ı̂ntre 0 s, i 999. În acest caz, tabela hash

ar fi un simplu vector H cu 1.000 de elemente booleene. Init, ial, toate elementele lui H

au valoarea False (sau 0). Dacă numărul 473 a fost găsit ı̂n listă, nu avem decât să

setăm valoarea lui H(473) la True (sau 1). La o nouă aparit, ie a lui 473 ı̂n listă, vom

examina elementul H(473) s, i, deoarece el este True, ı̂nseamnă că acest număr a mai fost

găsit. Dacă dorim s,tergerea unui element din hash, vom reseta pozit, ia corespunzătoare

din H. Practic, avem de-a face cu un exemplu rudimentar de ceea ce se cheamă funct, ie

de dispersie, aidcă h(x) = x. O proprietate foarte importantă a acestei funct, ii este

injectivitatea; este imposibil ca la două numere distincte să corespundă aceeas, i intrare ı̂n

tabelă. Să ı̂ncercăm o reprezentare grafică a metodei:
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2

4

1

2

...

0 0

1 1

1 2

0 3

1 4

...

0 998

0 999

L H

Iată primul set de proceduri de gestionare a unui Hash.

 #define M 1000 // numarul de "intrari" //

 typedef int Hash[M];

 typedef int DataType;

 Hash H;



 void InitHash1(Hash H)

 { int i;



 for (i=0; i<M; H[i++]=0);

 }



 inline int h(DataType K)

 {

 return K;

 }



 int Search1(Hash H, DataType K)

 /* Intoarce -1 daca elementul nu exista in hash

 sau indicele in hash daca el exista */

 {

 return H[h(K)] ? h(K) : -1;

 }



 void Add1(Hash H, DataType K)

 {
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 H[h(K)]=1;

 }



 void Delete1(Hash H, DataType K)

 {

 H[h(K)]=0;

 }

Prin
”
număr de intrări” ı̂n tabelă se ı̂nt,elege numărul de elemente ale vectorului H;

ı̂n general, orice tabelă hash este un vector. Pentru ca funct, iile să fie cât mai generale,

am dat tipului de dată int un nou nume - DataType. În principiu, tabelele Hash se

aplică oricărui tip de date. În realitate, fenomenul este tocmai cel invers: orice tip de

date trebuie
”
convertit” printr-o metodă sau alta la tipul de date int, iar funct, ia de

dispersie primes,te ca parametru un ı̂ntreg. Funct, iile hash prezentate ı̂n viitor nu vor mai

lucra decât cu variabile de tip ı̂ntreg. Vom vorbi mai târziu despre cum se poate face

conversia. Acum să generalizăm exemplul de mai sus.

Într-adevăr, cazul anterior este mult prea simplu. Să ne ı̂nchipuim de pildă că ı̂n loc

de numere mai mici ca 1.000 avem numere de până la 2.000.000.000. În această situat, ie

posibilitatea de a reprezenta tabela ca un vector caracteristic iese din discut, ie. Numărul

de intrări ı̂n tabelă este de ordinul miilor, cel mult al zecilor de mii, deci cu mult mai

mic decât numărul total de chei (numere) posibile. Ce avem de făcut? Am putea ı̂ncerca

să adăugăm un număr K ı̂ntr-o tabelă cu M intrări (numerotate de la 0 la M − 1) pe

pozit, ia K mod M , adică h(K) = K mod M . Care va fi ı̂nsă rezultatul? Funct, ia h ı̂s, i va

pierde proprietatea de injectivitate, deoarece mai multor chei le poate corespunde aceeas, i

intrare ı̂n tabelă, cum ar fi cazul numerelor 1.234 s, i 2.001.234, ambele dând acelas, i rest

la ı̂mpărt, irea prin M = 1.000. Nu putem avea ı̂nsă sperant,a de a găsi o funct, ie injectivă,

pentru că atunci numărul de intrări ı̂n tabelă ar trebui să fie cel put, in egal cu numărul

de chei distincte. Vrând-nevrând, trebuie să rezolvăm coliziunile (sau conflictele) care

apar, adică situat, iile când mai multe chei distincte sunt repartizate la aceeas, i intrare.

Vom reveni ulterior la oportunitatea alegerii funct, iei modul s, i a numărului de 1.000

de intrări ı̂n tabelă. Deocamdată vom folosi aceste date pentru a explica modul de

funct, ionare a tabelei hash pentru funct, ii neinjective. Să presupunem că avem două chei

K1 s, i K2 care sunt repartizate de funct, ia h la aceeas, i intrare X, adică h(K1) = h(K2) = X.

Solut, ia cea mai comodă este ca H(X) să nu mai fie un număr, ci o listă liniară simplu sau

dublu ı̂nlănt,uită care să cont, ină toate cheile găsite până acum s, i repartizate la aceeas, i

intrare X. Prin urmare vectorul H va fi un vector de liste:
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1.002

4

5.001

3.002

...

• 0

5.001 1

1.002 3.002 2

• 3

4 4

... ...

• 998

• 999

L H

h(x) = x mod M

Să analizăm acum complexitatea noilor proceduri de căutare, adăugare s, i s,tergere.

Căutarea nu se va mai face ı̂n toată lista, ci numai ı̂n lista corespunzătoare din H. Altfel

spus, o cheie K se va căuta numai ı̂n lista H(h(K)), deoarece dacă cheia K a mai apărut,

ea a fost ı̂n mod sigur repartizată la intrarea H(h(K)). De aceea, căutarea poate ajunge,

ı̂n cazul cel mai defavorabil când toate cheile din listă se repartizează la aceeas, i intrare ı̂n

hash, la o complexitate O(N). Dacă reus, im ı̂nsă să găsim o funct, ie care să distrbuie cheile

cât mai aleator, timpul de intrare se va reduce de M ori. Avantajele sunt indiscutabile

pentru M = 10.000 de exemplu.

Întrucât operat, iile cu liste liniare sunt ı̂n general cunoscute, nu vom insista asupra

lor. Prezentăm aici numai adăugarea s, i căutarea, lăsându-vă ca temă scrierea funct, iei de

s,tergere din tabelă.

 #include <stdio.h>

 #include <stdlib.h>

 #define M 1000 // numarul de "intrari"

 typedef struct _List {

 long P;

 struct _List * Next;

 } List;

 typedef List * Hash[M];

 Hash H;


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 void InitHash2(Hash H)

 { int i;



 for (i=0; i<M; H[i++]=NULL);

 }



 int h2(int K)

 {

 return K%M;

 }



 int Search2(Hash H, int K)

 /* Intoarce 0 daca elementul nu exista in hash

 sau 1 daca el exista */

 { List *L;



 for (L=H[h2(K)]; L && (L->P != K); L = L->Next);

 return L!=NULL;

 }



 void Add2(Hash H, int K)

 { List *L = malloc(sizeof(List));

 L->P = K;

 L->Next = H[h2(K)];

 H[h2(K)] = L;

 }

Am spus că funct, iile de dispersie sunt concepute să lucreze numai pe date de tip

ı̂ntreg; celelalte tipuri de date trebuie convertite ı̂n prealabil la tipuri de date ı̂ntregi.

Iată câteva exemple:

• Variabilele de tip string pot fi transformate ı̂n numere ı̂n baza 256 prin ı̂nlocuirea

fiecărui caracter cu codul său ASCII. De exemplu, s, irul
”
abac” poate fi privit ca

un număr de 4 cifre ı̂n baza 256, s, i anume numărul (97 98 97 99). Conversia lui ı̂n

baza 10 se face astfel:

X = ((97× 256 + 98)× 256 + 97)× 256 + 99 = 1.633.837.411 (4.7)

Pentru stringuri mai lungi, rezultă numere mai mari. Uneori, ele nici nu mai pot fi

reprezentate cu tipurile de date ordinale. Totus, i, acest dezavantaj nu este supărător,

deoarece majoritatea funct, iilor de dispersie presupun o ı̂mpărt, ire cu rest, care,

indiferent de mărimea numărului de la intrare, produce un număr controlabil.
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• Variabilele de tip dată se pot converti la ı̂ntreg prin formula:

A× 366 + L× 31 + Z (4.8)

unde A, L s, i Z sunt respectiv anul, luna s, i ziua datei considerate. De fapt, această

funct, ie aproximează numărul de zile scurse de la ı̂nceputul secolului I. Ea nu are

pretent, ii de exactitate (ca dovadă, tot, i anii sunt considerat, i a fi bisect, i s, i toate lunile

a avea 31 de zile), deoarece s-ar consuma timp inutil cu calcule mai sofisticate, fără

ca dispersia ı̂nsăs, i să fie ı̂mbunătăt, ită cu ceva. Condit, ia care trebuie neapărat

respectată este ca funct, ia de conversie dată ↔ ı̂ntreg să fie injectivă, adică să nu

se ı̂ntâmple ca la două date D1 s, i D2 să li se atas,eze acelas, i ı̂ntreg X; dacă acest

lucru se ı̂ntâmplă, pot apărea erori la căutarea ı̂n tabelă (de exemplu, se poate

raporta găsirea datei D1 când de fapt a fost găsită data D2). Pentru a respecta

injectivitatea, s-au considerat coeficient, ii 366 s, i 31 ı̂n loc de 365 s, i 30. Dacă numărul

de zile scurse de la 1 ianuarie anul 1 d.H. ar fi fost calculat cu exactitate, funct, ia de

conversie ar fi fost s, i surjectivă, dar, după cum am mai spus, acest fapt nu prezintă

interes.

• Analog, variabilele de tip oră se pot converti la ı̂ntreg cu formula:

X = (H × 60 + M)× 60 + S (4.9)

unde H, M s, i S sunt respectiv ora, minutul s, i secunda considerate, sau cu formula

X = ((H × 60 + M)× 60 + S)× 100 + C (4.10)

dacă se t, ine cont s, i de sutimile de secundă. De data aceasta, funct, ia este surjectivă

(oricărui număr ı̂ntreg din intervalul 0 - 8.639.999 ı̂i corespunde ı̂n mod unic o oră).

• În majoritatea cazurilor, datele sunt structuri care cont, in numere s, i stringuri. O

bună metodă de conversie constă ı̂n alipirea tuturor acestor date s, i ı̂n convertirea

la baza 256. Caracterele se convertesc prin simpla ı̂nlocuire cu codul ASCII cores-

punzător, iar numerele prin convertirea ı̂n baza 2 s, i tăierea ı̂n
”
bucăt, i” de câte opt

bit, i. Rezultă numere cu multe cifre (prea multe chiar s, i pentru tipul longint),

care sunt supuse unei operat, ii de ı̂mpărt, ire cu rest. Funct, ia de conversie trebuie

să fie injectivă. De exemplu, ı̂n cazul tablei de s,ah despre care am amintit mai

ı̂nainte, ea poate fi transformată ı̂ntr-un vector cu 64 de cifre ı̂n baza 16, cifra 0

semnificând un pătrat gol, cifrele 1-6 semnificând piesele albe (pion, cal, nebun,

turn, regină, rege) iar cifrele 7-12 semnificând piesele negre. Prin trecerea acestui
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vector ı̂n baza 256, rezultă un număr cu 32 de cifre. La acesta se mai pot adăuga

alte cifre, respectiv partea la mutare (0 pentru alb, 1 pentru negru), posibilitatea

de a efectua rocada mică/mare de către alb/negru, numărul de mutări scurse de la

ı̂nceputul partidei s, i as,a mai departe.

Vom termina prin a prezenta două funct, ii de dispersie foarte des folosite.

4.2.1 Metoda ı̂mpărt, irii cu rest

Despre această metodă am mai vorbit. Funct, ia hash este

h(x) = x mod M (4.11)

unde M este numărul de intrări ı̂n tabelă. Problema care se pune este să-l alegem pe

M cât mai bine, astfel ı̂ncât numărul de coliziuni pentru oricare din intrări să fie cât mai

mic. De asemenea, trebuie ca M să fie cât mai mare, pentru ca media numărului de chei

repartizate la aceeas, i intrare să fie cât mai mică. Totus, i, experient,a arată că nu orice

valoare a lui M este bună.

De exemplu, la prima vedere s-ar putea spune că o bună valoare pentru M este o

putere a lui 2, cum ar fi 1.024, pentru că operat, ia de ı̂mpărt, ire cu rest se poate face

foarte us,or ı̂n această situat, ie. Totus, i, funct, ia h(x) = x mod 1.024 are un mare defect:

ea nu t, ine cont decât de ultimii 10 bit, i ai numărului x. Dacă datele de intrare sunt numere

ı̂n mare majoritate pare, ele vor fi repartizate ı̂n aceeas, i proport, ie la intrările cu număr

de ordine par, pentru că funct, ia h păstrează paritatea. Din aceleas, i motive, alegerea unei

valori ca 1.000 sau 2.000 nu este prea inspirată, deoarece t, ine cont numai de ultimele

3-4 cifre ale reprezentării zecimale. Multe valori pot da acelas, i rest la ı̂mpărt, irea prin

1.000. De exemplu, dacă datele de intrare sunt anii de nas,tere ai unor persoane dintr-o

agendă telefonică, iar funct, ia este h(x) = x mod 1.000, atunci majoritatea cheilor se vor

ı̂ngrămădi (termenul este sugestiv) ı̂ntre intrările 920 s, i 990, restul rămânând nefolosite.

Practic, trebuie ca M să nu fie un număr rotund ı̂n nici o bază aritmetică, sau cel

put, in nu ı̂n bazele 2 s, i 10. O bună alegere pentru M sunt numerele prime care să nu

fie apropiate de nici o putere a lui 2. De exemplu, ı̂n locul unei tabele cu M = 10.000

de intrări, care s-ar comporta dezastruos, putem folosi una cu 9.973 de intrări. Chiar s, i

această alegere poate fi ı̂mbunătăt, ită; ı̂ntre puterile lui 2 vecine, respectiv 8.192 s, i 16.384,

se poate alege un număr prim din zona 11.000-12.000. Risipa de memorie de circa 1.000-

2.000 de intrări ı̂n tabelă va fi pe deplin compensată de ı̂mbunătăt, irea căutării.



4.2. Tabele HASH 75

4.2.2 Metoda ı̂nmult, irii

Pentru această metodă funct, ia hash este

h(x) = bM(x× A mod 1)c (4.12)

Aici A este un număr pozitiv subunitar, 0 < A < 1, iar prin x× A mod 1 se ı̂nt,elege

partea fract, ionară a lui x×A, adică x×A−bx×Ac. De exemplu, dacă alegem M = 1.234

s, i A = 0, 3, iar x = 1.997, atunci avem

h(x) = b1.234× (599, 1 mod 1)c = b1.234× 0, 1c = 123 (4.13)

Se observă că funct, ia h produce numere ı̂ntre 0 s, i M − 1. Într-adevăr,

0 ≤ x× A mod 1 < 1 =⇒ 0 ≤M(x× A mod 1) < M (4.14)

În acest caz, valoarea lui M nu mai are o mare important, ă. O putem deci alege cât de

mare ne convine, eventual o putere a lui 2. În practică, s-a observat că dispersia este mai

bună pentru unele valori ale lui A s, i mai proastă pentru altele. Donald Knuth propune

valoarea

A =

√
5− 1

2
≈ 0.618034 (4.15)

Ca o ultimă precizare necesară la acest capitol, ment, ionăm că funct, ia de căutare e

bine să nu ı̂ntoarcă pur s, i simplu 0 sau 1, după cum cheia căutată a mai apărut sau nu

ı̂nainte ı̂ntre datele de intrare. E recomandabil ca funct, ia să ı̂ntoarcă un pointer la zona

de memorie ı̂n care se află prima aparit, ie a cheii căutate. Vom da acum un exemplu

ı̂n care această valoare returnată este utilă. Dacă, ı̂n cazul prezentat mai sus al unui

program de s,ah, se ajunge la o anumită pozit, ie P după ce albul a pierdut dreptul de

a face rocada, această pozit, ie va fi ret, inută ı̂n hash. Ret, inerea nu se va face nicidecum

efectiv (toată tabla), pentru că s-ar ocupa foarte multă memorie. Se va memora ı̂n loc

numai un pointer la pozit, ia respectivă din lista de pozit, ii analizate. Pe lângă economia de

memorie ı̂n cazul cheilor de mari dimensiuni, mai există s, i alt avantaj. Să ne ı̂nchipuim că,

analizând ı̂n continuare tabla, programul va ajunge la aceeas, i pozit, ie P , dar ı̂n care albul

are ı̂ncă dreptul de a face rocada. E limpede că această variantă este mai promit, ătoare

decât precedenta, deoarece albul are o libertate mai mare de mis,care. Se impune deci fie

s,tergerea vechii pozit, ii P din listă s, i adăugarea noii pozit, ii, fie modificarea celei vechi prin
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setarea unei variabile suplimentare care indică dreptul albului de a face rocada. Această

modificare este us,or de făcut, ı̂ntrucât căutarea ı̂n hash va returna chiar un pointer la

pozit, ia care trebuie modificată. Binêınt,eles, ı̂n cazul ı̂n care pozit, ia căutată nu se află ı̂n

hash, funct, ia de căutare trebuie să ı̂ntoarcă NULL.

În ı̂ncheiere, prezentăm un exemplu de funct, ie de dispersie pentru cazul tablei de s,ah.

 #define M 9973 // numarul de "intrari"

 typedef struct {

 char b_T[8][8];

 /* tabla de joc, cu 0<= T[i][j] <=12 */

 char b_CastleW, b_CastleB;

 /* ultimii doi biti ai lui b_CastleW

 indica daca albul are dreptul de a

 efectua rocada mare, respectiv pe cea

 mica. Analog pentru b_CastleB */

 char b_Side;

 /* 0 sau 1, dupa cum la mutare este albul

 sau negrul */

 char b_EP;

 /* 0..8, indicand coloana (0..7) pe care

 partea la mutare poate efectua o

 captura "en passant". 8 indica ca nu

 exista aceasta posibilitate */

 int b_NMoves;

 /* Numarul de mutari efectuate */

 } Board;

 Board B;



 int h3(Board *B)

 { int i,j;

 /* Valoarea initiala a lui S este un numar pe 17 biti care

 inglobeaza toate variabilele suplimentare pe langa T.

 S se va lua apoi modulo M */

 long S = (B->b_NMoves /* 8 biti */

 +(B->b_CastleW << 8) /* 2 biti */

 +(B->b_CastleB << 10) /* 2 biti */

 +(B->b_Side << 12) /* 1 bit */

 +B->b_EP<<13) % M; /* 4 biti */



 for (i=0; i<=7; i++)

 for (j=0; j<=7; j++)

 S=(16*S+B->b_T[i][j])%M;


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 return S;

 }
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Capitolul 5

Despre algoritmi exponent, iali s, i

ı̂mbunătăt, irea lor

Trebuie să spunem de la bun ı̂nceput că cea mai bună ı̂mbunătăt, ire care i se poate aduce

unui algoritm ı̂n timp exponent, ial care rezolvă o anumită problemă este evitarea lui,

adică găsirea - acolo unde este posibil - a unui algoritm polinomial care să rezolve aceeas, i

problemă. Există cazuri ı̂n care acest lucru nu este posibil; ı̂n această situat, ie, ı̂nsă,

orice ı̂mbunătăt, ire nu este decât o metodă de a ascunde gunoiul sub covor. Un algoritm

exponent, ial rămâne exponent, ial, iar ı̂mbunătăt, irile aduse ı̂l pot face să meargă de două,

de trei, de zece ori mai repede, dar nu-l pot transforma ı̂ntr-un algoritm polinomial.

Cres,terea cu două - trei unităt, i a dimensiunii datelor de intrare va anihila saltul de la un

calculator 486 la un Pentium.

În multe situat, ii, nu se cunoas,te nici un algoritm care să funct, ioneze ı̂n timp util s, i

să furnizeze solut, ia optimă a unei probleme. În asemenea cazuri, dacă optimalitatea nu

este strict necesară, se renunt, ă la ea s, i se caută algoritmi care să producă solut, ii cât

mai apropiate de cea optimă s, i care să meargă mult mai repede. Este intuitiv că, dacă

impunem limite mai dure ı̂n ceea ce prives,te timpul de rulare al algoritmului, vom avea

s,anse mai mici să găsim o solut, ie apropiată de optim. Nu vom discuta ı̂n această carte

despre cum se poate realiza un echilibru ı̂ntre abaterea solut, iei de la optim s, i timpul

necesar pentru a o produce. Genul acesta de dileme apar s, i ı̂n cadrul concursului de

informatică, dar acolo timpul nu permite o analiză laborioasă a problemei. Noi vom indica

numai modul ı̂n care se poate
”
inventa” un algoritm polinomial ı̂n locul unuia exponent, ial

s, i o metodă prin care acest algoritm poate fi ı̂mbunătăt, it pentru ca rezultatele pe care

acesta le scoate să nu fie departe de adevăr. Aceasta este una din tendint,ele din ultimii

ani de la concursurile de informatică. Deoarece tot, i elevii cunosc problemele
”
clasice”
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care s-ar putea da la concurs, se ı̂ncearcă departajarea lor prin urmărirea modului ı̂n care

ei se adaptează la probleme fără o solut, ie eficientă cunoscută.

Să pornim de la o problemă celebră, cea a comis-voiajorului.

ENUNT, : Se dă un graf complet orientat cu N ≤ 30 noduri. Fiecare muchie are un

cost cuprins ı̂ntre 1 s, i 100. Se cere să se determine un ciclu hamiltonian de cost minim.

Un ciclu hamiltonian este ciclul care parcurge fiecare nod exact o dată. Costul unui ciclu

este suma costurilor muchiilor componente.

Intrarea: Datele de intrare se găsesc ı̂n fis, ierul INPUT.TXT, sub următoarea formă:

N

A[1,1] A[1,2] ... A[1,N]

...

A[N,1] A[N,2] ... A[N,N]

unde A[i,j] este lungimea muchiei care iese din nodul i s, i intră ı̂n nodul j. Se

garantează că A[i, i] = 0,∀1 ≤ i ≤ N .

Ies, irea se va face ı̂n fis, ierul OUTPUT.TXT pe două linii. Pe prima linie se va tipări

costul minim găsit, iar pe a doua traseul parcurs (N numere separate prin spat, ii).

Exemplu:

INPUT.TXT OUTPUT.TXT

4

0 3 4 1

3 0 2 3

5 2 0 6

8 1 3 0

9

1 4 2 3

Timp de execut, ie: 30 secunde

Timp de implementare: 30 minute

REZOLVARE: Problema este arhicunoscută s, i de asemenea este arhicunoscut faptul

că ea nu admite o rezolvare polinomială. Totus, i, dacă această problemă vă este dată la

un concurs, nu poate constitui o scuză ı̂n fat,a comisiei argumentul că problema nu este

polinomială. Ea trebuie făcută să meargă cât mai bine. Spre deosebire de laboratoarele

NASA, unde orice gres,eală ı̂ntr-o linie de cod poate distruge un modul spat, ial cu echipaj

cu tot, la olimpiadă nu se merge pe principiul
”
totul sau nimic”. Fiecare punct câs,tigat

este bun câs,tigat.
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Precizăm că metodele de mai jos se aplică mai degrabă ı̂n cazurile ı̂n care se cere

o solut, ie optimă, dar se oferă punctaje part, iale s, i ı̂n cazul ı̂n care concurentul oferă o

solut, ie cât de cât apropiată de cea optimă. Există s,anse ca metodele de mai jos să asigure

găsirea chiar a solut, iei optime pentru mare parte din teste, dar aceste s,anse variază de

la o problemă la alta.

În primul rând, care este deosebirea fundamentală dintre un algoritm backtracking

s, i unul greedy? Algoritmul backtracking analizează pe rând fiecare solut, ie posibilă s, i o

alege pe cea mai bună. În felul acesta, el nu poate scăpa solut, ia optimă. Din nefericire,

ı̂n multe cazuri spat, iul solut, iilor cres,te exponent, ial cu dimensiunea datelor de intrare; ı̂n

aceste situat, ii algoritmii backtracking nu mai sunt practici. În schimb, algoritmii greedy

(engl. greedy = lacom) fac o parcurgere a datelor de intrare s, i, la fiecare pas al acestei

parcurgeri, aleg o parte (destul de mică) din solut, iile posibile, iar pe restul le
”
aruncă”.

La pasul următor se aleg o parte din solut, iile rămase s, i as,a mai departe, până când ı̂n

final rămâne o singură solut, ie care se tipăres,te.

Criteriul ı̂n funct, ie de care se face trierea solut, iilor este cheia unui algoritm greedy.

Dacă acest criteriu poate garanta că la fiecare pas al algoritmului solut, ia optimă (sau

cel put, in una din solut, iile optime, dacă pot exista mai multe) rămâne ı̂ntre solut, iile care

sunt păstrate, atunci algoritmul greedy funct, ionează perfect. Demonstrat, ia este us,oară:

solut, ia optimă nu este
”
aruncată” niciodată, iar la sfârs, itul algoritmului rămâne o singură

solut, ie, de unde rezultă că solut, ia rămasă este tocmai cea optimă. Asemenea cazuri de

algoritmi pentru care s-a demonstrat că ei funct, ionează sunt: algoritmii lui Kruskal s, i

Prim pentru găsirea arborelui part, ial de cost minim al unui graf, algoritmul lui Dijkstra

pentru determinarea drumurilor de cost minim de la un nod la toate celelalte ı̂ntr-un graf

s, .a.m.d.

Putem extinde aceste not, iuni s, i la domeniul jocurilor logice. De exemplu, jocul Nim

(pe care probabil ı̂l cunoas,tet, i cu tot, ii) are o strategie sigură de câs,tig pentru anumite

pozit, ii, iar pentru celelalte se poate demonstra că nu există nici o strategie de câs,tig. În

cazul ı̂n care strategia există, jucătorului i se oferă o mutare care ı̂l duce spre victorie. Ce

este ı̂n fond această mutare? Tocmai un criteriu de a tria anumite configurat, ii, favorabile

jucătorului, s, i de a le ignora pe celelalte.

Există ı̂nsă probleme pentru care nu s-a găsit (iar uneori s-a s, i demonstrat că nu

există) nici un algoritm greedy. Continuând paralela cu jocurile logice, există jocuri care

nu au nici o strategie de câs,tig pentru unul din jucători. Este cazul jocului de s,ah. Pentru

unele asemenea probleme (cum ar fi cea de fat, ă, a comis-voiajorului), care au aplicat, ii

largi ı̂n diferite domenii practice, se investesc sume mari ı̂n cercetare pentru a se găsi
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algoritmi cât mai buni care să funct, ioneze ı̂ntr-un timp convenabil.

O situat, ie asemănătoare apare la concursul de informatică, unde se cunoas,te de la

ı̂nceput timpul pus la dispozit, ie (atât cel pentru implementare, cât s, i cel pentru execut, ie)

s, i se urmăres,te obt, inerea unui punctaj cât mai mare. Iată câteva metode destul de

eficiente.

5.1
”
Omorârea” backtracking-ului

Sintagma aceasta oarecum ilară, care stârnes,te mila pentru bietul backtracking, se aude

foarte des pe la ies, irea din sălile de concurs, atunci când problema a fost mai
”
ciudată”,

ı̂n sensul că foarte put, ini concurent, i au descoperit vreo solut, ie eficientă la ea. Ce este de

fapt
”
backtracking-ul omorât” s, i ı̂n ce situat, ii este el preferabil?

Problema comis-voiajorului sub diverse forme sau alte probleme exponent, iale au fost

propuse ı̂n anii trecut, i spre rezolvare la concursuri. Dacă vrem să aflăm solut, ia optimă

(de cost minim), neavând altă solut, ie la ı̂ndemână, trebuie să recurgem la backtracking.

Backtracking-ul, după cum se s,tie, examinează pe rând fiecare posibilă solut, ie. În cazul

nostru, backtracking-ul nu are altceva de făcut decât să genereze pe rând toate permutările

mult, imii 1, 2, . . . , N . Considerând fiecare permutare ca fiind un posibil ciclu hamiltonian

(s,tim sigur că oricărei permutări ı̂i corespunde un ciclu hamiltonian, deoarece graful este

complet), mai trebuie doar să calculăm costul fiecărei permutări s, i să o afis, ăm pe cea de

cost minim. Până aici, nimic deosebit. Iată s, i sursa Pascal:

 program Hamilton;

 {$B-,I-,R-,S-}

 const NMax=30;

 type Vector=array[1..NMax] of Integer;

 Matrix=array[1..NMax,1..NMax] of Integer;

 var A:Matrix;

 Route,BestRoute:Vector;

 Seen:set of 1..NMax;

 N,Cost,MinCost:Integer;



 procedure ReadData;

 var i,j:Integer;

 begin

 Assign(Input,'input.txt');Reset(Input);

 ReadLn(N);

 for i:=1 to N do
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 begin

 for j:=1 to N do Read(A[i,j]);

 ReadLn;

 end;

 Close(Input);

 end;



 procedure Bkt(Level,Cost:Integer);

 var i:Integer;

 begin

 if Level=N+1

 then begin

 Inc(Cost,A[Route[N],1]);

 if Cost<MinCost

 then begin

 BestRoute:=Route;

 MinCost:=Cost;

 end;

 end

 else if Cost<MinCost

 then for i:=1 to N do

 if not (i in Seen)

 then begin

 Seen:=Seen+[i];

 Route[Level]:=i;

 Bkt(Level+1,Cost+A[Route[Level-1],i]);

 Seen:=Seen-[i];

 end;

 end;



 procedure WriteSolution;

 var i:Integer;

 begin

 Assign(Output,'output.txt');Rewrite(Output);

 WriteLn(MinCost);

 for i:=1 to N do Write(BestRoute[i],' ');

 WriteLn;

 Close(Output);

 end;



 begin

 ReadData;

 Route[1]:=1;

 Seen:=[1];

 MinCost:=MaxInt;
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 Bkt(2,0);

 WriteSolution;

 end.

Programul sub această formă nu se ı̂ncadrează ı̂n timp nici măcar pentru N = 15

(cifra depinde s, i de calculatorul folosit pentru testare, dar nu variază cu mai mult de

două-trei nivele; să spunem cu generozitate că pe un calculator performant programul

ar putea merge până la N = 18 sau 20). Pe de altă parte, ideea ı̂n sine (algoritmul) de

rezolvare nu mai poate fi mult ı̂mbunătăt, ită. S, i cu toate acestea, programul trebuie să

meargă până la N = 30. Ce putem face?

Desigur, nu există o rezolvare elegantă. Putem ı̂nsă ı̂ncerca fel de fel de metode de a

tris,a. Deoarece nu avem timp să examinăm toate solut, iile, trebuie să renunt, ăm la o parte

din ele, cu riscul ca printre ele să se afle tocmai solut, ia căutată. Una dintre tehnici este

omorârea backtracking-ului. După numărul s, i tipurile solut, iilor pe care le cer, algoritmii

backtracking ar putea fi ı̂mpărt, it, i ı̂n mai multe categorii:

• Cei care furnizează o singură solut, ie;

• Cei care, pe baza unei funct, ii care atas,ează un cost fiecărei solut, ii, furnizează solut, ia

de cost minim;

• Cei care furnizează toate solut, iile.

Backtracking-ul omorât se aplică celui de-al doilea tip de cerint,e. Putem face ı̂n as,a

fel ı̂ncât să oprim programul exact la expirarea timpului permis pentru rulare s, i să afis, ăm

cea mai bună solut, ie găsită până la momentul respectiv. Dacă am fost norocos, i (termenul

este cel mai potrivit ı̂n această situat, ie), atunci programul nostru a apucat, ı̂n timpul pe

care i l-am permis, să găsească solut, ia optimă. Dacă nu, putem totus, i spera că a fost

găsită o solut, ie cât de cât apropiată de cea optimă, pentru care putem eventual să primim

măcar o parte din punctaj. După cum se vede, omorârea backtracking-ului nu promite

marea cu sarea, dar este un artificiu binevenit, pentru că există trei variante:

• Programul se ı̂ncadrează ı̂n timp, caz ı̂n care backtracking-ul omorât nu aduce nimic

ı̂n plus;

• Programul nu se ı̂ncadrează ı̂n timp, dar solut, ia optimă este găsită ı̂n timp, caz ı̂n

care backtracking-ul simplu nu furnizează nici o solut, ie (s, i de obicei este oprit cu

Ctrl-Break), pe când backtracking-ul omorât furnizează solut, ia;
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• Programul nu se ı̂ncadrează ı̂n timp s, i nici solut, ia optimă nu este găsită ı̂n timp, caz

ı̂n care backtracking-ul simplu nu furnizează nici o solut, ie, pe când backtracking-ul

omorât furnizează o solut, ie eventual apropiată de optim.

Din experient, ă se poate spune că membrii comisiei de corectare acordă jumătate din

punctele pentru un test mai degrabă atunci când li se oferă o solut, ie neoptimă decât

atunci când li se oferă o solut, ie optimă ı̂ntr-un timp depăs, it. Adesea programul este

oprit ı̂ndată ce timpul de rulare expiră, s, i părerea autorului e că e mai bine as,a.

”
Omorârea” nu se pretează la celelalte două versiuni de backtracking. Atunci când

există o singură solut, ie, nu se mai pune problema de a găsi una apropiată de ea. Ori

găsim solut, ia, ori nimic. De exemplu, nu are sens să rezolvăm problema de mai sus cu

un backtracking omorât dacă s,tim sigur că nu se acordă punctaje part, iale pentru solut, ii

neoptime (dar ı̂n general acest lucru nu se s,tie sigur...). Rămâne binêınt,eles posibilitatea

de a opri programul imediat ce solut, ia a a fost găsită. În cazul ı̂n care se cer toate

solut, iile, de asemenea programul nu poate fi oprit. Atunci când se poate, merită calculat

numărul de solut, ii, pentru ca imediat ce am găsit toate solut, iile, să oprim programul.

Putem aplica backtracking-ul omorât numai dacă s,tim că se acordă punctaj s, i pentru

afis,area unei părt, i din solut, ii.

Mai rămâne de stabilit cum anume se face
”
omorârea” backtracking-ului (s, i de fapt

a oricărui program). Există mai multe metode. Prima, asupra căreia nu vom insista

deoarece ea are
”
efecte secundare” s, i, ı̂n plus, este foarte lentă, constă din două etape:

• Se setează ceasul sistem la ora 00:00:00 (miezul nopt, ii) cu procedura SetTime din

unitatea Dos a compilatorului Borland Pascal;

• Periodic se testează ora cu procedura GetTime s, i se opres,te programul atunci când

se apropie
”
ora critică” (̂ın cazul nostru 00:00:30).

După cum se vede, marele neajuns al acestei metode este că
”
dă peste cap” ceasul

sistem (lucru dezastruos mai ales pentru cei care vin la concurs fără ceas...). În afară

de aceasta, procedurile GetTime s, i SetTime apelează la rândul lor ı̂ntreruperile DOS,

ceea ce consumă mult din timpul care s, i as,a este limitat.

A doua metodă, care este mai rapidă s, i nu lasă urme, constă ı̂n captarea ı̂ntreruperii

8, adică a timer-ului. Timer-ul este o rutină care se apelează automat la fiecare 55 de

milisecunde, deci cam de 18,2 ori pe secundă. În principiu, ea nu face nimic altceva decât

să incrementeze ceasul sistem cu 55 ms. Pe lângă aceasta, ı̂nsă, putem adăuga s, i propriul
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nostru cod, folosind procedurile Pascal GetIntVec s, i SetIntVec. Trebuie doar să

avem grijă ca timer-ul scris de noi să-l apeleze s, i pe cel vechi, altfel ceasul sistem se va

opri s, i cine s,tie ce altceva se mai poate ı̂ntâmpla. Vom declara deci o variabilă Time

care va fi decrementată la fiecare apel al ı̂ntreruperii de ceas. Înainte de a intercepta

ı̂ntreruperea 8, vom init, ializa variabila cu valoarea maximă dorită. S, tim că timer-ul se

apelează de 18,2 ori pe secundă, deci dacă limita de timp pentru un test este de 30 de

secunde, valoarea init, ială pentru variabila Time ar putea fi 18, 2 × 30 = 546. Este bine

să nu calculăm ı̂nsă timpul la limită, deoarece avem nevoie de câteva fract, iuni s, i pentru

tipărirea solut, iei ı̂n fis, ier, s, i poate pur s, i simplu ceasul comisiei de corectare o ia put, in

ı̂nainte. De aceea, e mai sigură ı̂nmult, irea cu 17 ı̂n loc de 18,2.

În momentul ı̂n care, prin decrementări succesive, Time a ajuns la valoarea 0 (sau la o

valoare negativă), programul trebuie oprit. Acest lucru presupune ies, irea din procedura

de backtracking, afis,area solut, iei s, i restaurarea vechii ı̂ntreruperi 8, pentru ca progra-

mul să nu lase
”
urme”. Iată deci o versiune a programului Pascal care va fi extrem de

punctuală...

 program Hamilton;

 {$B-,I-,R-,S-}

 uses Dos;

 const NMax=30;

 TimeLimit=30; { secunde }



 type Vector=array[1..NMax] of Integer;

 Matrix=array[1..NMax,1..NMax] of Integer;

 var A:Matrix;

 Route,BestRoute:Vector;

 Seen:set of 1..NMax;

 N,Cost,MinCost:Integer;

 Time:Integer; { Contorul }

 OldTimer:procedure;



 procedure MyTimer; interrupt;

 { Se executa la fiecare 55 ms }

 begin

 Dec(Time); { Ne facem treaba... }

 Inline($9C); { ...pushf... }

 OldTimer; { ...si executam si vechiul timer }

 end;



 procedure ReadData;

 var i,j:Integer;
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 begin

 Assign(Input,'input.txt');Reset(Input);

 ReadLn(N);

 for i:=1 to N do

 begin

 for j:=1 to N do Read(A[i,j]);

 ReadLn;

 end;

 Close(Input);

 end;



 procedure Bkt(Level,Cost:Integer);

 var i:Integer;

 begin

 if Level=N+1

 then begin

 Inc(Cost,A[Route[N],1]);

 if Cost<MinCost

 then begin

 BestRoute:=Route;

 MinCost:=Cost;

 end;

 end

 else if (Time>0) and (Cost<MinCost)

 then for i:=1 to N do

 if not (i in Seen)

 then begin

 Seen:=Seen+[i];

 Route[Level]:=i;

 Bkt(Level+1,Cost+A[Route[Level-1],i]);

 Seen:=Seen-[i];

 end;

 end;



 procedure WriteSolution;

 var i:Integer;

 begin

 Assign(Output,'output.txt');Rewrite(Output);

 WriteLn(MinCost);

 for i:=1 to N do Write(BestRoute[i],' ');

 WriteLn;

 Close(Output);

 end;



 begin
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 Time:=TimeLimit*17;

 { Captam intreruperea 8 (timer-ul) }

 GetIntVec(8,@OldTimer);

 SetIntVec(8,@MyTimer);

 ReadData;

 Route[1]:=1;

 Seen:=[1];

 MinCost:=MaxInt;

 Bkt(2,0);

 WriteSolution;

 { Restauram timer-ul }

 SetIntVec(8,@OldTimer);

 end.

S, i această a doua metodă are neajunsurile ei, deoarece presupune scrierea a destul

de multe linii de program ı̂n plus. În afară de aceasta, instruct, iunea de decrementare

a variabilei Time, precum s, i apelul suplimentar de procedură din cadrul ı̂ntreruperii

de ceas mai reduc put, in timpul dedicat calculelor efective. A treia variantă elimină s, i

aceste deficient,e. Ea se bazează pe accesarea directă a locat, iei de memorie $0000:$046C,

unde se află, reprezentat pe 4 octet, i, numărul de apeluri ale timer-ului (numărul de

tact, i) ı̂ncepând de la miezul nopt, ii. Dacă declarăm o variabilă Time de tip Longint

(deoarece acest tip de date ocupă 4 octet, i) exact la această adresă, folosind clauza Pascal

absolute, variabila se va incrementa la fiecare 55ms, scutindu-ne pe noi de această

grijă. Dacă ı̂nmult, im variabila cu 55/1.000, aflăm exact numărul de secunde scurse de

la miezul nopt, ii. Dacă ı̂mpărt, im acest rezultat la 3.600, putem afla ora exactă s, .a.m.d.

Lucrul care ne interesează pe noi este să setăm o
”
alarmă” care să oprească programul

peste 30 de secunde. 30 de secunde ı̂nseamnă 30× 18, 2 incrementări ale variabilei Time.

Folosind ı̂n loc de 18,2 valoarea 17 (pentru a păstra o rezervă), rezultă că trebuie să ne

oprim atunci când Time are o valoare cu 30× 17 mai mare decât la intrarea ı̂n program.

Primul lucru pe care ı̂l va face programul va fi să dea unei variabile Alarm valoarea Time

+ 30 × 17. Periodic (cel mai comod la intrarea ı̂n procedura backtracking) se va testa

valoarea variabilei Time s, i atunci când ea este egală cu Alarm, se va ies, i din program.

 program Hamilton;

 {$B-,I-,R-,S-}

 const NMax=30;

 TimeLimit=30; { secunde }



 type Vector=array[1..NMax] of Integer;

 Matrix=array[1..NMax,1..NMax] of Integer;
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 var A:Matrix;

 Route,BestRoute:Vector;

 Seen:set of 1..NMax;

 N,Cost,MinCost:Integer;

 Time:LongInt absolute $0000:$046C;

 Alarm:LongInt;



 procedure SetAlarm;

 begin

 Alarm:=Time+TimeLimit*17;

 { Cifra corecta era nu 17, ci 18.2;

 am pastrat insa o rezerva de siguranta }

 end;



 procedure ReadData;

 var i,j:Integer;

 begin

 Assign(Input,'input.txt');Reset(Input);

 ReadLn(N);

 for i:=1 to N do

 begin

 for j:=1 to N do Read(A[i,j]);

 ReadLn;

 end;

 Close(Input);

 end;



 procedure Bkt(Level,Cost:Integer);

 var i:Integer;

 begin

 if Level=N+1

 then begin

 Inc(Cost,A[Route[N],1]);

 if Cost<MinCost

 then begin

 BestRoute:=Route;

 MinCost:=Cost;

 end;

 end

 else if (Time<Alarm) and (Cost<MinCost)

 then for i:=1 to N do

 if not (i in Seen)

 then begin

 Seen:=Seen+[i];

 Route[Level]:=i;
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 Bkt(Level+1,Cost+A[Route[Level-1],i]);

 Seen:=Seen-[i];

 end;

 end;



 procedure WriteSolution;

 var i:Integer;

 begin

 Assign(Output,'output.txt');Rewrite(Output);

 WriteLn(MinCost);

 for i:=1 to N do Write(BestRoute[i],' ');

 WriteLn;

 Close(Output);

 end;



 begin

 SetAlarm;

 ReadData;

 Route[1]:=1;

 Seen:=[1];

 MinCost:=MaxInt;

 Bkt(2,0);

 WriteSolution;

 end.

Singura problemă pe care o poate ridica această ultimă versiune este următoarea:

dacă programul este lansat ı̂n execut, ie la un moment foarte apropiat de miezul nopt, ii,

atunci variabila Alarm va avea o valoare mai mare decât numărul de tact, i dintr-o zi.

Variabila Time nu va ajunge niciodată la această valoare, deoarece la miezul nopt, ii ea va

lua din nou valoarea 0. Este totus, i put, in probabil să vă fie corectat programul la miezul

nopt, ii...

5.2 Greedy euristic

După cum am spus, la unii algoritmi greedy, criteriul de departajare garantează că solut, ia

optimă nu este niciodată scăpată din vedere. De s, i mai multe ori, totus, i, criteriile de

departajare nu pot promite acest lucru; ı̂n general elevii, la ies, irea din sălile de concurs,

ı̂n cazul unei probleme mai controversate, ı̂s, i expun părerile s, i ideile fat, ă de colegii lor,

apoi fiecare ı̂i demonstrează celuilalt că algoritmul propus de el nu merge, prezentându-i

un contraexemplu. Momentele cele mai picante se produc atunci când algoritmul pare să
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nu fie corect, dar nici nu se poate găsi un contraexemplu.

În aceste situat, ii, criteriile de departajare a solut, iilor la algoritmii greedy se numesc

funct, ii euristice, iar algoritmul ı̂n sine se numes,te greedy euristic (̂ın greaca veche,

heuriskein ı̂nsemna a afla). Dacă nu poate promite optimalitatea, funct, ia euristică trebuie

ı̂n orice caz aleasă cât mai bine, respectiv trebuie să aibă s,anse cât mai mari să ret, ină

solut, ia optimă, sau măcar să ret, ină la fiecare pas solut, ii cât mai apropiate de cea optimă.

Un singur algoritm greedy euristic are s,anse mici să găsească solut, ia optimă. Dar

algoritmii greedy euristici au unele proprietăt, i interesante:

• Se ı̂ncadrează cu us,urint, ă ı̂n timpul de rulare.

• Sunt us,or de implementat.

• O modificare cât de mică a funct, iei euristice poate modifica radical algoritmul s, i

solut, ia furnizată de el. Deoarece nu avem de unde s,ti care dintre funct, iile euristice

este mai bună (acest lucru depinde de datele pe care este testată problema), ideal

este să ret, inem ambele solut, ii furnizate s, i să o alegem pe cea mai bună.

• De multe ori, datele de intrare sunt vectori sau matrice; ı̂n unele situat, ii, sensul ı̂n

care sunt ele parcurse pentru determinarea solut, iei nu este important. Schimbând

sensul de parcurgere, obt, inem de asemenea două solut, ii distincte pe care le putem

compara.

• Aproape ı̂ntotdeauna, funct, iile euristice cont, in teste de genul:

 if A<B then Actiune1 else Actiune2;

Din punct de vedere logic, dacă A=B se poate executa oricare din cele două act, iuni.

Condit, ia A<B este echivalentă cu condit, ia A<=B. Totus, i, din punct de vedere al

calculatorului, cele două condit, ii sunt absolut diferite s, i pot produce solut, ii cu

totul diferite. Iată de exemplu, două rutine care caută pozit, ia k pe care se află

elementul minim ı̂ntr-un vector V cu N elemente:

 k:=1;

 for i:=2 to N do

 if V[i]<V[k] then k:=i;

respectiv
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 k:=1;

 for i:=2 to N do

 if V[i]<=V[k] then k:=i;

Cele două versiuni vor găsi ı̂ntr-adevăr un indice k astfel ı̂ncât V [k] să fie minim.

Totus, i, dacă există mai multe elemente de valoare minimă, atunci prima versiune

va ı̂ntoarce indicele cel mai mic, pe când ultima ı̂l va ı̂ntoarce pe cel mai mare.

Iată un exemplu de funct, ie euristică pentru problema comis-voiajorului: pornim din

nodul 1 s, i, la fiecare pas, ne deplasăm ı̂n cel mai apropiat nod care nu a fost vizitat ı̂ncă.

După ce toate nodurile au fost vizitate, trebuie numai să ne deplasăm din ultimul nod

vizitat ı̂n nodul 1. Luată ı̂n sine, această euristică nu este strălucită. Ea poate ı̂nsă să fie

”
clonată” ı̂ntr-o multitudine de variante. În primul rând că nu este obligatoriu să pornim

din nodul 1. Putem aplica acelas, i algoritm pornind pe rând din fiecare nod; la sfârs, it

tipărim solut, ia de cost minim. Prima variantă a programului Pascal este:

 program Hamilton;

 {$B-,I-,R-,S-}

 const NMax=30;

 type Vector=array[1..NMax] of Integer;

 Matrix=array[1..NMax,1..NMax] of Integer;

 var A:Matrix;

 Route,BestRoute:Vector;

 N,Cost,MinCost,i:Integer;



 procedure ReadData;

 var i,j:Integer;

 begin

 Assign(Input,'input.txt');Reset(Input);

 ReadLn(N);

 for i:=1 to N do

 begin

 for j:=1 to N do Read(A[i,j]);

 ReadLn;

 end;

 Close(Input);

 end;



 procedure Greedy1(Start:Integer;var R:Vector;

 var Cost:Integer);

 var i,j,Closest:Integer;
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 Seen:set of 1..NMax;

 begin

 R[1]:=Start;

 Cost:=0;

 Seen:=[Start];

 for i:=2 to N do

 begin

 { Cauta nodul cel mai apropiat }

 Closest:=MaxInt;

 for j:=1 to N do

 if (not (j in Seen)) and (A[R[i-1],j]<Closest)

 then begin

 Closest:=A[R[i-1],j];

 R[i]:=j;

 end;

 Inc(Cost,Closest);

 Seen:=Seen+[R[i]];

 end;

 { Inchide ciclul }

 Inc(Cost,A[R[N],Start]);

 end;



 procedure Update;

 begin

 if Cost<MinCost

 then begin

 MinCost:=Cost;

 BestRoute:=Route;

 end;

 end;



 procedure WriteSolution;

 var i:Integer;

 begin

 Assign(Output,'output.txt');Rewrite(Output);

 WriteLn(MinCost);

 for i:=1 to N do Write(BestRoute[i],' ');

 WriteLn;

 Close(Output);

 end;



 begin

 ReadData;

 MinCost:=MaxInt;

 for i:=1 to N do
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 begin

 Greedy1(i,Route,Cost);

 Update;

 end;

 WriteSolution;

 end.

De sine stătătoare, funct, ia euristică nu este strălucită. Totus, i, ea poate fi lesne mo-

dificată. Se observă că, ı̂n procedura Greedy1, instruct, iunea for j:=1 to N do...

poate fi ı̂nlocuită cu for j:=N downto 1 do..., iar condit, ia (A[R[i-1],j] < Closest)

cu (A[R[i-1],j]<=Closest).

Făcând toate combinat, iile posibile, rezultă alte trei proceduri, Greedy2, Greedy3

s, i Greedy4, iar noua formă a programului principal este:

 begin

 ReadData;

 MinCost:=MaxInt;



 for i:=1 to N do

 begin

 Greedy1(i,Route,Cost);

 Update;

 Greedy2(i,Route,Cost);

 Update;

 Greedy3(i,Route,Cost);

 Update;

 Greedy4(i,Route,Cost);

 Update;

 end;



 WriteSolution;

 end.

După cum se vede, adaosul de proceduri face ca sursa să atingă dimensiuni im-

punătoare, dar efortul necesar pentru a o scrie este aproape aceeas, i ca s, i când ar fi existat

o singură funct, ie euristică. Practic, trebuie scrisă una singură din cele patru funct, ii, restul

rezumându-se la copierea unor blocuri cu ajutorul editorului Borland Pascal.
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5.3 Decizia ı̂ntre greedy euristic s, i backtracking

Pentru a ne asigura s, i mai multe puncte din cele puse ı̂n joc, putem ı̂ncerca următoarea

combinat, ie: pentru grafuri mici, care pot fi examinate exhaustiv ı̂n timp de câteva se-

cunde, vom apela la algoritmul backtracking pentru rezolvarea problemei. Numai pentru

valori mari, pentru care s,tim sigur că backtracking-ul depăs,es,te timpul admis, vom apela

la funct, iile euristice. Ce ı̂nseamnă valori
”
mici” si

”
mari” se poate aproxima sau se poate

determina după câteva teste. Aceste valori depind de problemă s, i de mas, ina folosită.

Deoarece primele teste pentru fiecare problemă (uneori o treime sau chiar jumătate

din ele) sunt de dimensiuni mici, e bine dacă vi le putet, i asigura printr-un backtracking

care de regulă se implementează ı̂n 15-20 minute.

5.4 Combinat, ia greedy euristic + backtracking

Urmărind prima rezolvare de la punctul (1) - varianta backtracking fără nici un fel de

modificări - se observă că variabila MinCost se init, ializează cu valoarea MaxInt. În

felul acesta, prima solut, ie găsită este implicit cea mai bună s, i durează o vreme până când

rezultatele ı̂ncep să se apropie de optim. Pe de altă parte, evaluarea unui anumit lant,

din graf s, i prelungirea lui cu noi noduri până la ı̂nchiderea ciclului hamiltonian nu se fac

decât dacă costul lant,ului nu a depăs, it deja valoarea MinCost. De aici provine ı̂ntrebarea

firească: ce-ar fi dacă, ı̂n loc să init, ializăm variabila MinCost cu valoarea MaxInt, am

lansa mai ı̂ntâi unul sau mai multe greedy-uri euristice (depinde câte apucăm să scriem)

pentru a da o valoare mai apropiată de adevăr variabilei MinCost ? Sigur, cu o floare

nu se face primăvară, dar ı̂n cazul nostru se pot câs,tiga secunde pret, ioase. Se poate de

asemenea ca după aceste greedy-uri să apelăm nu un backtracking simplu, ci unul omorât

prin orice metodă, caz ı̂n care s,ansele se ı̂mbunătăt,esc considerabil. Programul principal

ar putea fi atunci:

 begin

 SetAlarm;

 ReadData;

 MinCost:=MaxInt;

 for i:=1 to N do

 begin

 Greedy1(i,Route,Cost);

 Update;

 Greedy2(i,Route,Cost);
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 Update;

 Greedy3(i,Route,Cost);

 Update;

 Greedy4(i,Route,Cost);

 Update;

 end;

 Route[1]:=1;

 Seen:=[1];

 Bkt(2,0);

 WriteSolution;

 end.

5.5 Testarea aleatoare a posibilităt, ilor

Oricât ar părea de ciudat, s, i aceasta este o cale de a ies, i din ı̂ncurcătură. Ce-i drept,

nu cea mai eficientă, dar atunci când imaginat, ia vă joacă feste iar backtracking-ul nu vă

surâde, putet, i ı̂ncerca chiar s, i o rezolvare care se bazează puternic pe funct, ia Random.

În acest caz, tot ce avet, i de făcut este să generat, i aleator cicluri hamiltoniene s, i să-i

calculat, i fiecăruia costul. La sfârs, it ı̂l tipărit, i pe cel de cost minim găsit. Binêınt,eles,

oprirea programului se va face printr-o
”
omorâre” de orice tip. Timpul de implementare al

unei asemenea rezolvări este de ordinul minutelor. Această versiune găses,te uneori solut, ia

optimă, dar alteori este foarte departe de ea. De asemenea, are marele dezavantaj că la

două rulări consecutive nu generează acelas, i rezultat, deoarece procedura Randomize ı̂s, i

extrage variabila RandSeed (folosită pentru a genera numere aleatoare) pe baza timer-

ului... Personal nu o recomand, dar este destul de des folosită pe la concursuri. S, i

este momentul să amintim o urare ce li se adresează concurent, ilor care intră ı̂n sala de

corectare, respectiv
”
Să fie ı̂ntr-un timer bun!”.

 program Hamilton;

 {$B-,I-,R-,S-}

 const NMax=30;

 TimeLimit=30; { secunde }



 type Vector=array[1..NMax] of Integer;

 Matrix=array[1..NMax,1..NMax] of Integer;

 var A:Matrix;

 Route,BestRoute:Vector;

 Seen:set of 1..NMax;

 N,Cost,MinCost:Integer;
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 Time:LongInt absolute $0000:$046C;

 Alarm:LongInt;



 procedure SetAlarm;

 begin

 Alarm:=Time+TimeLimit*17;

 { Cifra corecta era nu 17, ci 18.2;

 am pastrat insa o rezerva de siguranta }

 end;



 procedure ReadData;

 var i,j:Integer;

 begin

 Assign(Input,'input.txt');Reset(Input);

 ReadLn(N);

 for i:=1 to N do

 begin

 for j:=1 to N do Read(A[i,j]);

 ReadLn;

 end;

 Close(Input);

 end;



 procedure RandomCycle;

 var i,j:Integer;

 begin

 Route[1]:=Random(N)+1;

 Seen:=[Route[1]];

 Cost:=0;

 for i:=2 to N do

 begin

 repeat Route[i]:=Random(N)+1;

 until not (Route[i] in Seen);

 Seen:=Seen+[Route[i]];

 Inc(Cost,A[Route[i-1],Route[i]]);

 end;

 Inc(Cost,A[Route[N],Route[1]]);

 end;



 procedure Update;

 begin

 if Cost<MinCost

 then begin

 MinCost:=Cost;

 BestRoute:=Route;
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 end;

 end;



 procedure WriteSolution;

 var i:Integer;

 begin

 Assign(Output,'output.txt');Rewrite(Output);

 WriteLn(MinCost);

 for i:=1 to N do Write(BestRoute[i],' ');

 WriteLn;

 Close(Output);

 end;



 begin

 SetAlarm;

 Randomize;

 ReadData;

 MinCost:=MaxInt;

 while Time<Alarm do

 begin

 RandomCycle;

 Update;

 end;

 WriteSolution;

 end.



Capitolul 6

Probleme de concurs

6.1 Problema 1

ENUNT, : Se consideră următorul joc: Pe o tablă liniară cu 2N + 1 căsut,e sunt dispuse

N bile albe (̂ın primele N căsut,e) s, i N bile negre (̂ın ultimele N căsut,e), căsut,a din

mijloc fiind liberă. Bilele albe se pot mis,ca numai spre dreapta, iar cele negre numai spre

stânga. Mutările posibile sunt:

1. O bilă albă se poate deplasa o căsut, ă spre dreapta, numai dacă aceasta este liberă;

2. O bilă albă poate sări peste bila aflată imediat ı̂n dreapta ei (indiferent de culoarea

acesteia), as,ezându-se ı̂n căsut,a de dincolo de ea, numai dacă aceasta este liberă;

3. O bilă neagră se poate deplasa o căsut, ă spre stânga, numai dacă aceasta este liberă;

4. O bilă neagră poate sări peste bila aflată imediat ı̂n stânga ei (indiferent de culoarea

acesteia), as,ezându-se ı̂n căsut,a de dincolo de ea, numai dacă aceasta este liberă.

Trebuie schimbat locul bilelor albe cu cele negre. Se mai cere ı̂n plus ca prima mutare

să fie făcută cu o bilă albă.

Intrarea: De la tastatură se cites,te numărul N ≤ 1.000.

Ies, irea: În fis, ierul OUTPUT.TXT se vor tipări două linii terminate cu ¡tt¿¡Enter¿¡/tt¿.

Pe prima se va tipări numărul de mutări efectuate, iar pe a doua o succesiune de cifre

cuprinse ı̂ntre 1 s, i 4, nedespărt, ite prin spat, ii, corespunzătoare mutărilor ce trebuie făcute.

Exemple:
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• N = 1 =⇒ Ies, irea 141

• N = 2 =⇒ Ies, irea 14322341

Complexitate cerută: O(N2).

Timp de implementare: 1h.

Timp de rulare: 10 secunde pentru un test.

REZOLVARE: La prima vedere, problema pare să se preteze la o rezolvare ı̂n timp

exponent, ial, prin metoda
”
Branch and Bound”. Un neajuns al enunt,ului pare să fie faptul

că nu se specifică dacă numărul de mutări efectuate trebuie sau nu să fie minim. Pentru

a ne lămuri, să privim ı̂n detaliu solut, iile pentru N = 1 s, i N = 2:

• Pentru N = 1, toate mutările sunt fort,ate ((a) - se mută bila albă, (b) - se sare

cu cea neagră peste ea, (c) - se mută din nou bila albă); trebuie remarcat că după

mutările (a) s, i (b) se obt, in două configurat, ii simetrice una ı̂n raport cu cealaltă

(oglindite).

• Pentru N = 2, se poate ı̂ncepe sărind cu bila albă de la margine peste cealaltă, dar

această mutare ar duce la blocarea jocului. Este deci obligatoriu să se ı̂nceapă prin

a ı̂mpinge bila albă centrală (a). Următoarea mutare este fort,ată ((b) - se sare cu

bila neagră peste cea albă), apoi toate mutările sunt obligate (̂ın sensul că dacă la

orice pas se face altă mutare decât cea care conduce la solut, ie, jocul se blochează ı̂n

câteva mutări): (c) - se ı̂mpinge bila neagră, (d), (e) - se sare de două ori cu bilele

albe, (f) - se ı̂mpinge bila neagră, (g) - se sare cu bila neagră, (h) - se ı̂mpinge bila

albă. Trebuie din nou remarcat că după mutările (c) s, i (e) se obt, in două configurat, ii

simetrice.

As,adar ı̂n ambele cazuri, solut, ia este unică. De fapt, există două solut, ii asemănătoare,

una dacă se ı̂ncepe cu o mutare a bilei albe s, i una dacă se ı̂ncepe cu o mutare a bilei

negre. Fiindcă enunt,ul impune ca prima mutare să se facă cu o bilă albă, solut, ia este

unică. Se mai observă s, i că, atât pentru N = 1 cât s, i pentru N = 2 s, irul de mutări

este simetric. Pentru a indica efectiv modul de determinare a solut, iei (care va sugera s, i

ideea de scriere a programului) s, i pentru a explica observat, iile de mai sus, să generalizăm

observat, iile făcute pentru un N oarecare.

• Configurat, ia init, ială este:

◦ ◦ ◦ ◦ · · · ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ • • • • · · · • • • •
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• Se ı̂mpinge bila albă s, i se sare cu cea neagră peste ea (s, irul de mutări 14):

◦ ◦ ◦ ◦ · · · ◦ ◦ ◦ • ◦ ◦ • • • · · · • • • •

• Se ı̂mpinge bila neagră s, i se sare de două ori cu cele albe peste ea (s, irul de mutări

322):

◦ ◦ ◦ ◦ · · · ◦ ◦ ◦ • ◦ • ◦ • • · · · • • • •

• Se ı̂mpinge bila albă s, i se sare de trei ori cu cele negre peste ea (s, irul de mutări

1444):

◦ ◦ ◦ ◦ · · · ◦ • ◦ • ◦ • ◦ ◦ • · · · • • • •

• Se ı̂mpinge bila neagră s, i se sare de patru ori cu cele albe peste ea (s, irul de mutări

32222):

◦ ◦ ◦ ◦ · · · ◦ • ◦ • ◦ • ◦ • ◦ · · · • • • •

• Se ı̂mpinge bila albă (mutarea 1)

◦ ◦ • ◦ · · · ◦ • ◦ • ◦ • ◦ • ◦ · · · ◦ • ◦ •

• Se sare de N ori cu cele negre peste ea (s, irul de mutări 44..44):

• ◦ • ◦ · · · ◦ • ◦ • ◦ • ◦ • ◦ · · · ◦ • ◦ ◦

Ultimele două configurat, ii sunt simetrice. În acest moment s, irul de mutări se inver-

sează:

• Se ı̂mpinge bila albă (mutarea 1):

• ◦ • ◦ · · · ◦ • ◦ • ◦ • ◦ • ◦ · · · ◦ • ◦ ◦
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• Se sare de patru ori cu bilele albe s, i se ı̂mpinge bila neagră (s, irul de mutări 22223):

• • • • · · · • ◦ ◦ • ◦ • ◦ • ◦ · · · ◦ ◦ ◦ ◦

• Se sare de trei ori cu bilele negre s, i se ı̂mpinge bila albă (s, irul de mutări 4441):

• • • • · · · • • ◦ • ◦ • ◦ ◦ ◦ · · · ◦ ◦ ◦ ◦

• Se sare de două ori cu bilele albe s, i se ı̂mpinge bila neagră (s, irul de mutări 223):

• • • • · · · • • • ◦ ◦ • ◦ ◦ ◦ · · · ◦ ◦ ◦ ◦

• Se sare cu bila neagră s, i se ı̂mpinge bila albă (s, irul de mutări 41), obt, inându-se

configurat, ia finală:

• • • • · · · • • • • ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ · · · ◦ ◦ ◦ ◦

În concluzie, s, irul de mutări este: o ı̂mpingere - un salt - o ı̂mpingere - două salturi -

o ı̂mpingere - trei salturi - ... - o ı̂mpingere - N − 1 salturi - o ı̂mpingere - N salturi - o

ı̂mpingere - N − 1 salturi - ... - o ı̂mpingere - trei salturi - o ı̂mpingere - două salturi - o

ı̂mpingere - un salt - o ı̂mpingere, culorile alternând la fiecare pas.

Pentru a calcula numărul de mutări, putem să le numărăm pe măsură ce le efectuăm,

dar deoarece se cere afis,area mai ı̂ntâi a numărului de mutări s, i după aceea a mutărilor ı̂n

sine, trebuie fie să stocăm toate mutările ı̂n memorie, fie să lucrăm cu fis, iere temporare,

ambele variante putând duce la complicat, ii nedorite. Din fericire, numărul de mutări se

poate calcula cu us,urint, ă astfel: fiecare piesă albă trebuie mutată ı̂n medie cu N pas, i

către dreapta s, i fiecare piesă neagră trebuie mutată cu N pas, i către stânga. Deci numărul

total de pas, i este 2N(N + 1). Din secvent,a generală de mutări expusă mai sus se observă

că nu se fac decât 2N ı̂mpingeri de piese (mutări de un singur pas), restul fiind salturi

(mutări de câte doi pas, i). Deci numărul de mutări este:

2N +
2N(N + 1)− 2N

2
= 2N + N2 = N(N + 2) (6.1)

De aici deducem că nu există un algoritm mai bun decât O(N2), deoarece numărul

de mutări este O(N2). Propunem ca temă cititorului să demonstreze că nu există decât
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două succesiuni de mutări care rezolvă problema, din care una ı̂ncepe cu mutarea unei

piese albe, iar cealaltă este oglindirea ei s, i ı̂ncepe cu mutarea unei piese negre, deci nu

poate constitui o solut, ie corectă. Demonstrat, ia ı̂ncepe prin a arăta că sunt necesare cel

put, in 2N ı̂mpingeri de piese. Această demonstrat, ie explică de ce nu se cere un număr

minim de mutări ı̂n enunt, - cerint,a nu ar avea sens ı̂ntrucât solut, ia este oricum unică.

Acestea fiind zise, programul arată astfel:

 #include <stdio.h>

 int N;

 FILE *OutF;



 void Jump(int Level, char A, char B)

 { int i;

 putc(A,OutF);

 for (i=1;i<=Level;i++) putc(B,OutF);

 if (Level<N)

 {

 Jump(Level+1,'1'+'2'-A,'4'+'3'-B);

 for (i=1;i<=Level;i++) putc(B,OutF);

 }

 putc(A,OutF);

 }



 void main(void)

 {

 printf("N=");scanf("%d",&N);

 OutF=fopen("output.txt","wt");

 fprintf(OutF,"%ld\n",(long)N*(N+2));

 Jump(1,'1','4');

 fprintf(OutF,"\n");

 fclose(OutF);

 }

6.2 Problema 2

Problema următoare a fost propusă la a VI-a Olimpiadă Internat, ională de Informatică,

Stockholm 1994. Este s, i ea un bun exemplu de situat, ie ı̂n care putem cădea ı̂n plasa unei

rezolvări
”
Branch and Bound” atunci când nu este cazul.
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ENUNT, : Se dă o configurat, ie de 3×3 ceasuri, fiecare având un singur indicator care

poate arăta numai punctele cardinale (adică orele 3, 6, 9 s, i 12). Asupra acestor ceasuri

se poate act, iona ı̂n nouă moduri distincte, fiecare act, iune ı̂nsemnând mis,carea limbilor

unui anumit grup de ceasuri ı̂n sens orar cu 90°. În figura de mai jos se dă un exemplu de

configurat, ie init, ială a ceasurilor s, i se arată care sunt cele nouă tipuri de mutări (pentru

fiecare tip de mutare se mis,că numai ceasurile reprezentate has,urat).

1 2 3

4 55 6

7 8 9

Se cere ca, ı̂ntr-un număr minim de mutări, să aducem toate indicatoarele la ora 12.

Intrarea se face din fis, ierul INPUT.TXT, care cont, ine configurat, ia init, ială sub forma

unei matrice 3× 3. Pentru fiecare ceas se specifică câte o cifră: 0 = ora 12, 1 = ora 3, 2

= ora 6, 3 = ora 9.

Ies, irea se va face ı̂n fis, ierul OUTPUT.TXT sub forma unui s, ir de numere ı̂ntre 1 s, i 9,

pe un singur rând, separate prin spat, iu, reprezentând s, irul de mutări care aduc ceasurile

ı̂n starea finală. Se cere o singură solut, ie.

Exemplu: Pentru figura de mai sus, fis, ierul INPUT.TXT este

3 3 0

2 2 2

2 1 2

iar fis, ierul OUTPUT.TXT ar putea fi:

5 8 4 9
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Timp de implementare: 1h - 1h 15min.

Timp de rulare: o secundă.

Complexitate cerută: O(1) (timp constant).

REZOLVARE: Din câte am văzut pe la concursuri, peste jumătate din elevi s-ar

apuca direct să implementeze o rezolvare Branch and Bound la această problemă, fără

să-s, i mai bată capul prea mult. Există argumente ı̂n favoarea acestei init, iative:

• Mult, i preferă să nu mai piardă timpul căutând o altă solut, ie, mai ales că problema

seamănă mult cu
”
Lampa lui Dario Uri” (care de fapt este exact problema ceasurilor,

dar ı̂n care ceasurile au doar două stări ı̂n loc de patru). În plus, se s,tie că pe cazul

general al unei table N ×N , cele două probleme nu admit rezolvări polinomiale s, i

atunci cea mai sigură solut, ie este prin tehnica Branch and Bound.

• De asemenea, se observă că numărul total de configurat, ii posibile pentru o tablă cu

9 ceasuri este de 49, adică aproximativ un sfert de milion. Un algoritm Branch and

Bound ar furniza as,adar o solut, ie ı̂n timp rezonabil. Rat, ionamentul multor elevi

este
”
decât să pierd timpul căutând o solut, ie mai bună, fără să am certitudinea că

o voi găsi, mai bine folosesc timpul implementând un Branch care măcar s,tiu sigur

că merge”.

• Problema cere o solut, ie ı̂ntr-un număr minim de pas, i, lucru care ı̂i cam descura-

jează pe cei care ı̂ncă ar vrea să caute alte rezolvări.
”
Alte rezolvări” ı̂nseamnă de

obicei un Greedy comod de implementat, iar asupra rezolvărilor Greedy se poartă

ı̂ntotdeauna discut, ii interminabile pe culoarele sălilor de concurs referitor la
”
cât

de bune sunt” (adică ı̂n cât la sută din cazuri furnizează solut, ia optimă).

Se pierd ı̂nsă din vedere unele lucruri esent, iale. În primul rând, tabla nu este de

N × N , ci are dimensiuni fixate, 3 × 3. În al doilea rând, implementarea unui Branch

and Bound ı̂n timp de concurs este o aventură nu tocmai us,or de dus la bun sfârs, it

(personal mi-a fost frică să o ı̂ncerc vreodată). În sfârs, it, după cum se va vedea mai jos,

problema s, irului minim de transformări este o pseudo-problemă, deoarece solut, ia simplă

este oricum unică.

Ce se ı̂nt,elege prin
”
solut, ie simplă”? Să remarcăm două lucruri:

1. Aplicarea de patru ori a aceleias, i mutări nu schimbă nimic ı̂n configurat, ia ceasurilor.

Într-adevăr, mutarea va afecta de fiecare dată acelas, i grup de ceasuri, iar aplicarea
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de patru ori va roti fiecare indicator cu 360°, adică ı̂l va aduce ı̂n pozit, ia init, ială.

Din acest motiv, toate afirmat, iile făcute ı̂n cele ce urmează vor fi valabile ı̂n algebra

modulo 4.

2. Ordinea ı̂n care se aplică transformările nu contează.

În consecint, ă, prin
”
solut, ie simplă” se ı̂nt,elege un s, ir de mutări ordonat crescător ı̂n

care nici o mutare nu apare de mai mult de trei ori. Să demonstrăm acum că solut, ia

simplă este unică.

Fie A ∈ M3(Z4) matricea citită de la intrare, unde ai,j arată de câte ori a fost rotit

ceasul Ci,j peste ora 12. Fie matricea B ∈ M3(Z4), bi,j = 4 − ai,j. Matricea B arată

de câte ori mai trebuie rotit fiecare ceas până la ora 12. O solut, ie ı̂nseamnă a efectua

fiecare din cele 9 mutări de un număr de ori, p1, p2, . . . , p9. Cum afectează aceste mutări

ceasurile? Se poate deduce us,or:

Ceasul Tipurile de mutări care ı̂l afectează

C1,1 1, 2, 4

C1,2 1, 2, 3, 5

C1,3 2, 3, 6

C2,1 1, 4, 5, 7

C2,2 1, 3, 5, 7, 9

C2,3 3, 5, 6, 9

C3,1 4, 7, 8

C3,2 5, 7, 8, 9

C3,3 6, 8, 9

Se obt, ine deci un sistem de 9 ecuat, ii cu 9 necunoscute:

P =


p1 + p2 + p4 p1 + p2 + p3 + p5 p2 + p3 + p6

p1 + p4 + p5 + p7 p1 + p3 + p5 + p7 + p9 p3 + p5 + p6 + p9

p4 + p7 + p8 p5 + p7 + p8 + p9 p6 + p8 + p9

 ≡ B (6.2)

Să presupunem că acest sistem admite două solut, ii p1, . . . , p9 s, i q1, . . . , q9. Atunci

P ≡ B (mod 4) s, i Q ≡ B (mod 4), deci P ≡ Q (mod 4) s, i, prin diferite combinat, ii

liniare ale celor 9 ecuat, ii, se deduce p1 ≡ q1, p2 ≡ q2, ..., p9 ≡ q9 (mod 4), adică cele două

solut, ii sunt echivalente.
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Odată ce am demonstrat că solut, ia este unică, algoritmul de găsire a ei este foarte

simplu: găsim o solut, ie oarecare, o ordonăm crescător s, i eliminăm orice grup de 4 mutări

identice. Pentru a găsi o solut, ie oarecare, avem nevoie de nis,te mutări predefinite care să

mis,te un singur ceas cu o singură pozit, ie ı̂nainte, fără a afecta celelalte ceasuri. Aceste

mutări vor fi ret, inute sub forma unui vector cu 9 componente, fiecare componentă in-

dicând de câte ori se efectuează fiecare din cele 9 tipuri de mutări. Deoarece avem nevoie

de 9 asemenea mutări predefinite, câte una pentru fiecare ceas, rezultatul va fi o matrice

predefinită. De exemplu, pentru a determina secvent,a de mutări care rotes,te ceasul C1,1

cu o pozit, ie, trebuie rezolvat sistemul


p1 + p2 + p4 p1 + p2 + p3 + p5 p2 + p3 + p6

p1 + p4 + p5 + p7 p1 + p3 + p5 + p7 + p9 p3 + p5 + p6 + p9

p4 + p7 + p8 p5 + p7 + p8 + p9 p6 + p8 + p9

 ≡


1 0 0

0 0 0

0 0 0

 (6.3)

lucru care nu este foarte us,or, dar se poate duce la bun sfârs, it ı̂n timp de concurs.

Solut, ia este p1 = 3, p2 = 3, p3 = 3, p4 = 3, p5 = 3, p6 = 2, p7 = 3, p8 = 2, p9 = 0, adică

mutarea 1 trebuie efectuată de trei ori, mutarea 2 de trei ori s, .a.m.d. Se obt, ine prima

linie din matricea predefinită, (3, 3, 3, 3, 3, 2, 3, 2, 0). Mai trebuie rezolvate propriu-zis

sistemele de ecuat, ii pentru ceasurile C1,2 s, i C2,2, solut, iile celorlalte sisteme decurgând

us,or prin simetrie. Solut, iile apar ı̂n textul sursă.

Odată determinate aceste s, iruri elementare de mutări, vom lua pe rând fiecare ceas,

vom aplica s, irul elementar corespunzător de atâtea ori cât e nevoie pentru a-l aduce la

ora 12 s, i vom aduna modulo 4 toate mutările făcute. Vectorul sumă care rezultă este

tocmai solut, ia noastră.

Pentru exemplul din enunt, , folosind constantele din programul sursă, obt, inem:

B =


1 1 0

2 2 2

2 3 2

 (6.4)

s, i
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1× (3, 3, 3, 3, 3, 2, 3, 2, 0) = (3, 3, 3, 3, 3, 2, 3, 2, 0)+

1× (2, 3, 2, 3, 2, 3, 1, 0, 1) = (2, 3, 2, 3, 2, 3, 1, 0, 1)

0× (3, 3, 3, 2, 3, 3, 0, 2, 3) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

2× (2, 3, 1, 3, 2, 0, 2, 3, 1) = (0, 2, 2, 2, 0, 0, 0, 2, 2)

2× (2, 3, 2, 3, 1, 3, 2, 3, 2) = (0, 2, 0, 2, 2, 2, 0, 2, 0)

2× (1, 3, 2, 0, 2, 3, 1, 3, 2) = (2, 2, 0, 0, 0, 2, 2, 2, 0)

2× (3, 2, 0, 3, 3, 2, 3, 3, 3) = (2, 0, 0, 2, 2, 0, 2, 2, 2)

3× (1, 0, 1, 3, 2, 3, 2, 3, 2) = (3, 0, 3, 1, 2, 1, 2, 1, 2)

2× (0, 2, 3, 2, 3, 3, 3, 3, 3) = (0, 0, 2, 0, 2, 2, 2, 2, 2)

(0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1)

Prin urmare solut, ia simplă a exemplului este: 4 5 8 9.

 #include <stdio.h>

 typedef int Matrix[9][9];

 typedef int Vector[9];

 const Matrix A=

 {{3,3,3,3,3,2,3,2,0}, // Mutarile care misca ceasul C11

 {2,3,2,3,2,3,1,0,1}, // .

 {3,3,3,2,3,3,0,2,3}, // .

 {2,3,1,3,2,0,2,3,1}, // .

 {2,3,2,3,1,3,2,3,2}, // .

 {1,3,2,0,2,3,1,3,2}, // .

 {3,2,0,3,3,2,3,3,3}, // .

 {1,0,1,3,2,3,2,3,2}, // .

 {0,2,3,2,3,3,3,3,3}}; // Mutarile care misca ceasul C33



 void main(void)

 { FILE *F=fopen("input.txt","rt");

 Vector V={0,0,0,0,0,0,0,0,0}; // Vectorul suma

 int i,j,k;



 for (i=0;i<=8;i++)

 { fscanf(F,"%d",&k);

 for (j=0;j<=8;j++)

 V[j]=(V[j]+(4-k)*A[i][j])%4;

 }
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 fclose(F);



 F=fopen("output.txt","wt");

 for(i=0;i<=8;i++)

 for(j=1;j<=V[i];j++)

 fprintf(F,"%d ",i+1);

 fclose(F);

 }

6.3 Problema 3

Problema de mai jos este un exemplu de situat, ie ı̂n care căutarea exhaustivă a solut, iei

este cea mai bună alegere. Ea a fost propusă spre rezolvare la a VIII-a Olimpiadă

Internat, ională de Informatică, Veszprem, Ungaria 1996.

ENUNT, : Văzând succesul cubului său magic, Rubik a inventat versiunea plană a

jocului, numit
”
pătrate magice”. Se foloses,te o tablă compusă din 8 pătrate de dimensiuni

egale. Cele opt pătrate au culori distincte, codificate prin numere de la 1 la 8, ca ı̂n figura

următoare:

1 2 3 4

8 7 6 5

Configurat, ia tablei se poate reprezenta ı̂ntr-un vector cu 8 elemente citind cele opt

pătrate, ı̂ncepând din colt,ul din stânga sus s, i mergând ı̂n sens orar. De exemplu,

configurat, ia din figură se reprezintă prin vectorul (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8). Aceasta este

configurat, ia init, ială a tablei.

Unei configurat, ii i se pot aplica trei transformări elementare, identificate prin literele

”
A”,

”
B” s, i ”

C”:

•
”
A” schimbă ı̂ntre ele cele două linii ale tablei;

•
”
B” rotes,te circular spre dreapta ı̂ntregul dreptunghi (cu o pozit, ie);

•
”
C” rotes,te ı̂n sens orar cele patru pătrate centrale (cu o pozit, ie);

Efectele transformărilor elementare asupra configurat, iei init, iale sunt reprezentate ı̂n

figura de mai jos:
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8 7 6 5

1 2 3 4

4 1 2 3

5 8 7 6

1 7 2 4

8 6 3 5

A B C

Din configurat, ia init, ială se poate ajunge ı̂n orice configurat, ie folosind doar combinat, ii

de tranformări elementare. Trebuie să scriet, i un program care calculează o secvent, ă

de transformări elementare care să aducă tabla de la configurat, ia init, ială la o anumită

configurat, ie finală cerută.

Intrarea: Fis, ierul INPUT.TXT cont, ine 8 ı̂ntregi pe aceeas, i linie, separat, i prin spat, ii,

descriind configurat, ia finală.

Ies, irea se va face ı̂n fis, ierul OUTPUT.TXT. Pe prima linie a acestuia se va tipări

lungimea L a secvent,ei de transformări, iar pe fiecare din următoarele L linii se va tipări

câte un caracter
”
A”,

”
B” sau

”
C”, corespunzător mutărilor care trebuie efectuate.

Exemplu:

INPUT.TXT OUTPUT.TXT

2 6 8 4 5 7 3 1 7

B

C

A

B

C

C

B

Timp limită pentru un test: 20 secunde.

Timp de implementare: 1h 30min - 1h 45min

Note:

1. La concurs s-au acordat, pentru fiecare test, două puncte dacă se furniza o solut, ie

s, i ı̂ncă două dacă lungimea ei nu depăs,ea 300 de mutări.

2. Concurent, ilor li s-a furnizat un program auxiliar, MTOOL.EXE, cu care se puteau

verifica solut, iile furnizate.

REZOLVARE: S, i la această problemă se ı̂ntrevăd două abordări, ca s, i ı̂n problema

ceasurilor: una bazată pe mutări predefinite, iar cealaltă pe o căutare exhaustivă a
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solut, iei. De data aceasta ı̂nsă, prima este neinspirată. Să le analizăm pe rând pe fie-

care, plecând de la următoarele considerente:

• Dacă se aplică de două ori la rând mutarea A, tabla rămâne nemodificată;

• Dacă se aplică de patru ori consecutiv una din mutările B sau C, tabla rămâne

nemodificată;

• Ordinea ı̂n care se efectuează mutările contează.

Solut, ia pe care autorul a prezentat-o la concurs avea predefinite mai multe mutări

care schimbau ı̂ntre ele oricare două pătrate vecine de pe tablă. Mergând din aproape ı̂n

aproape, fiecare pătrat era adus ı̂n pozit, ia corespunzătoare. Spre exemplu, succesiunea

de mutări predefinite care duceau la configurat, ia din exemplu este:

1 2 3 4

8 7 6 5

2 1 3 4

8 7 6 5

2 7 3 4

8 1 6 5

2 7 3 4

1 8 6 5

2 7 6 4

1 8 3 5

2 6 7 4

1 8 3 5

2 6 7 4

1 3 8 5

2 6 8 4

1 3 7 5

Această solut, ie funct, ionează instantaneu s, i este relativ us,or de implementat. Ea are

ı̂nsă defectul că solut, ia furnizată este extrem de lungă, ajungând frecvent la 500 de mutări.

Din cele zece teste date, numai trei s-au ı̂ncadrat ı̂n limita de 300 de mutări. Iată mai

jos s, i sursa Pascal prezentată la concurs, care a câs,tigat numai 26 din cele 40 de puncte

acordate pentru problemă:

 program Magic;

 {$B-,I-,R-,S-}

 { Tabla este 1 2 3 4

 A B C D }

 const r12='BCBBB'; { Roteste in sens orar coloanele 12 }

 r23='C'; { Roteste in sens orar coloanele 23 }

 r34='BBBCB'; { Roteste in sens orar coloanele 34 }

 r14='BBCBB'; { Roteste in sens orar coloanele 41 }



 plBCD=r12+r23+r34+r14; { Permuta patratele BCD }

 PL234=plBCD+'A'+plBCD+'A'; { Permuta coloanele 234 }


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 { SXY schimba intre ele coloanele X si Y }

 S14='B'+PL234;

 S12='BBB'+S14+'B';

 S23='BB'+S14+'BB';

 S34='B'+S14+'BBB';

 S13=r12+r12+r23+r23+r12+r12;

 S24='B'+S13+'BBB';



 { RevXY schimba intre ele patratele vecine X si Y }

 RevC3=plBCD+r23+r12+r12+r34+r34+'BBB'+plBCD+'A';

 RevD4='BBB'+RevC3+'B';

 RevB2='B'+RevC3+'BBB';

 RevA1='BB'+RevC3+'BB';



 Rev23='C'+RevC3+'CCC';

 Rev12='B'+Rev23+'BBB';

 Rev34='BBB'+Rev23+'B';

 Rev14='BB'+Rev23+'BB';



 RevAB='A'+Rev12+'A';

 RevBC='A'+Rev23+'A';

 RevCD='A'+Rev34+'A';

 RevAD='A'+Rev14+'A';



 type Matrix=array[1..2,1..4] of Integer;

 Vector=array[1..60000] of Char;

 var A,B:Matrix;

 V:Vector;

 N:Integer;



 procedure MakeAMatrix;

 begin

 A[1,1]:=1;

 A[1,2]:=2;

 A[1,3]:=3;

 A[1,4]:=4;

 A[2,1]:=8;

 A[2,2]:=7;

 A[2,3]:=6;

 A[2,4]:=5;

 end;



 procedure ReadBMatrix;

 begin

 Assign(Input,'input.txt');
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 Reset(Input);

 Read(B[1,1]);

 Read(B[1,2]);

 Read(B[1,3]);

 Read(B[1,4]);

 Read(B[2,4]);

 Read(B[2,3]);

 Read(B[2,2]);

 Read(B[2,1]);

 Close(Input);

 end;



 procedure AddString(S:String);

 { Adauga o secventa la sirul-solutie }

 var i:Integer;

 begin

 for i:=1 to Length(S) do

 begin

 Inc(N);

 V[N]:=S[i];

 end;

 end;



 procedure FindElement(K:Integer;var X,Y:Integer);

 { Cauta un element intr-o permutare }

 var i,j:Integer;

 begin

 for i:=1 to 2 do

 for j:=1 to 4 do

 if A[i,j]=K then begin

 X:=i;

 Y:=j;

 Exit;

 end;

 end;



 procedure Switch(var X,Y:Integer);

 { Schimba intre ele doua numere }

 var IAux:Integer;

 begin

 IAux:=X;X:=Y;Y:=IAux;

 end;



 procedure Process;

 { Transforma pozitia in pozitia B prin schimbari
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 repetate ale elementelor vecine }

 var i,j,k,l,m:Integer;

 begin

 for j:=1 to 4 do

 for i:=1 to 2 do

 begin

 FindElement(B[i,j],k,l);

 { Gaseste elementul care trebuie adus

 pe pozitia (i,j) }

 if k<>i then begin

 { Il aduce pe linia corecta }

 case l of

 1:AddString(RevA1);

 2:AddString(RevB2);

 3:AddString(RevC3);

 4:AddString(RevD4);

 end; {case}

 Switch(A[k,l],A[i,l]);

 k:=i;

 end;

 for m:=l downto j+1 do

 { Il aduce pe coloana corecta }

 begin

 if k=1

 then case m of

 2:AddString(Rev12);

 3:AddString(Rev23);

 4:AddString(Rev34);

 end

 else case m of

 2:AddString(RevAB);

 3:AddString(RevBC);

 4:AddString(RevCD);

 end;

 Switch(A[k,m],A[k,m-1]);

 end;

 end;

 end;



 procedure Cut(K,D:Integer);

 { Taie din vectorul V D pozitii incepand cu K }

 var i:Integer;

 begin

 for i:=K to N-D do

 V[i]:=V[i+D];
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 Dec(N,D);

 end;



 procedure Reduce;

 { Reduce secventele de mutari identice }

 var i:Integer;

 begin

 i:=1;

 repeat

 case V[i] of

 'A':if (i<=N-1) and (V[i+1]='A')

 then Cut(i,2)

 else Inc(i);

 'B':if (i<=N-3) and (V[i+1]='B')

 and (V[i+2]='B') and (V[i+3]='B')

 then Cut(i,4)

 else Inc(i);

 'C':if (i<=N-3) and (V[i+1]='C')

 and (V[i+2]='C') and (V[i+3]='C')

 then Cut(i,4)

 else Inc(i);

 end; {case}

 until i=N;

 end;



 procedure WriteSolution;

 var i:Integer;

 begin

 Assign(Output,'output.txt');

 Rewrite(Output);

 WriteLn(N);

 for i:=1 to N do WriteLn(V[i]);

 Close(Output);

 end;



 begin

 N:=0;

 MakeAMatrix;

 ReadBMatrix;

 Process;

 Reduce;

 WriteSolution;

 end.
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Singura solut, ie pare deci a fi una de tipul Branch and Bound, care nu este tocmai

la ı̂ndemână. Cu toate acestea, numărul total de configurat, ii posibile ale tablei este

de numai 8! = 40.320. Într-adevăr, fiecare pozit, ie de pe tablă se reprezintă printr-o

permutare a mult, imii 1,2,3,4,5,6,7,8. Se poate face deci cu us,urint, ă o căutare exhaustivă

a solut, iei. Aceasta simplifică mult structurile de date folosite (implementarea Branch and

Bound foloses,te structuri destul de ı̂ncâlcite). În plus, practica arată că se poate ajunge

ı̂n orice configurat, ie ı̂n mai put, in de 25 de mutări.

Algoritmul de căutare este cunoscut sub numele de algoritmul lui Lee s, i are la bază

următoarea idee: Se pornes,te cu configurat, ia init, ială, care este depusă ı̂ntr-o coadă. La

fiecare pas se extrage prima configurat, ie disponibilă din coadă, se efectuează pe rând

fiecare din cele trei mutări s, i se obt, in trei succesori. Aces,tia sunt adăugat, i la sfârs, itul

cozii, dacă nu există deja ı̂n coadă. Acest pas se numes,te expandare. Expandarea

continuă până când elementul selectat spre expandare este tocmai configurat, ia finală.

Figura următoare indică modul de expandare a cozii, cu ment, iunea că printr-o succe-

siune de litere ne-am referit la configurat, ia care se obt, ine efectuând mutările respective:

Configurat, ii expandate Coada de configurat, ii neexpandate

Pasul 0: Init, ială

Pasul 1: Init, ială A B C

Pasul 2: Init, ială A B C AB AC

Pasul 3: Init, ială A B C AB AC BB BC

Pasul 4: Init, ială A B C AB AC BB BC CA CB CC

Se observă că, la pasul 2, ı̂n coadă au fost adăugate doar configurat, iile ”
AB” s, i

”
AC”, iar configurat, ia ”

AA” nu, deoarece prin efectuarea de două ori a mutării
”
A”

se revine la configurat, ia init, ială, care a fost deja expandată. De asemenea, la pasul 3,

după expandarea configurat, iei
”
B” au fost adăugate ı̂n coadă numai configurat, iile ”

BB”

s, i ”
BC”, deoarece configurat, ia ”

BA” este echivalentă cu configurat, ia ”
AB”, aflată deja

ı̂n listă.

Pseudocodul algoritmului este:

1: cites,te datele de intrare

2: init, ializează coada cu configurat, ia init, ială

3: cât timp primul element al cozii nu este configurat, ia finală execută
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4: expandează primul element al cozii

5: pentru i = A,B,C execută

6: dacă succesorul i nu a fost deja pus ı̂n coadă atunci

7: adaugă succesorul i ı̂n coadă

8: sfârs, it dacă

9: sfârs, it pentru

10: s,terge primul element al cozii

11: sfârs, it cât timp

12: reconstituie s, irul de mutări

Algoritmul de mai sus garantează s, i găsirea solut, iei optime (̂ın număr minim de

mutări). Rămân de lămurit două lucruri: (1) Cum ne dăm seama dacă o configurat, ie

există deja ı̂n coadă s, i (2) cum se face reconstituirea solut, iei.

Pentru a afla dacă o configurat, ie mai există ı̂n listă, cea mai simplă metodă ar fi o

căutare secvent, ială a listei. Totus, i, această versiune ar fi extrem de lentă, deoarece coada

atinge rapid dimensiuni respectabile (de ordinul miilor de elemente). În plus, un element

al listei ar ret, ine configurat, ia propriu-zisă (un vector cu opt elemente), ceea ce ar duce la

un consum ridicat de memorie. Testul de egalitate a doi vectori ar fi s, i el costisitor din

punct de vedere al timpului.

Există ı̂nsă o altă metodă mai simplă. Am demonstrat că numărul de configurat, ii

posibile ale tablei este 8! = 40.320. Dacă am putea găsi o funct, ie bijectivă H : P8 →
{0, 1, . . . , 40.319}, unde P8 este mult, imea permutărilor de 8 elemente, atunci ar fi su-

ficient un vector caracteristic cu 40.320 elemente. De ı̂ndată ce introducem ı̂n coadă o

nouă configurat, ie K, nu avem decât să bifăm elementul corespunzător din vectorul ca-

racteristic. Înainte de a adăuga o configurat, ie ı̂n coadă, testăm dacă nu cumva elementul

corespunzător ei a fost deja bifat, semn că nodul a mai fost vizitat.

Cum se construies,te funct, ia H? Pentru orice permutare p ∈ P8, H(p) este pozit, ia lui

p ı̂n ordonarea lexicografică a lui P8 (̂ıncepând de la 0):
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H(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) = 0

H(1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 7) = 1

H(1, 2, 3, 4, 5, 7, 6, 8) = 2

· · ·

H(8, 7, 6, 5, 4, 3, 1, 2) = 40.318

H(8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1) = 40.319

Se observă că primele 7! = 5.040 elemente din ordonare au pe prima pozit, ie un 1,

următoarele 5.040 au pe prima pozit, ie un 2 etc. De asemenea, dintre elementele care au

pe prima pozit, ie un 1, primele 6! = 720 au pe a doua pozit, ie un 2, următoarele 720 au

pe a doua pozit, ie un 3 etc.

Să calculăm de exemplu H(2, 6, 8, 4, 5, 7, 3, 1). Prima cifră a permutării este 2, deci se

adaugă 7! = 5.040. Rămân cifrele 1, 3, 4, 5, 6, 7 s, i 8. A doua cifră a permutării este 6,

a cincea ca valoare dintre cifrele rămase, deci se adaugă 4× 6! = 2.880. Rămân cifrele 1,

3, 4, 5, 7 s, i 8 etc. Se aplică procedeul până la ultima cifră s, i rezultă:

Cifre rămase Permutarea Valoarea adăugată

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 2 1× 7! = 5.040

1, 3, 4, 5, 6, 7, 8 6 4× 6! = 2.880

1, 3, 4, 5, 7, 8 8 5× 5! = 600

1, 3, 4, 5, 7 4 2× 4! = 48

1, 3, 5, 7 5 2× 3! = 12

1, 3, 7 7 2× 2! = 4

1, 3 3 1× 1! = 1

1 1 0× 0! = 0

H(p) = 8.585

Reciproc se construies,te permutarea când i se cunoas,te valoarea atas,ată:
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Cifre nefolosite H(p) Cifra selectată

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 8.585 8.585 div 7! = 1 2 8.585 mod 7! = 3.545

1, 3, 4, 5, 6, 7, 8 3.545 3.545 div 6! = 4 6 3.545 mod 6! = 665

1, 3, 4, 5, 7, 8 665 665 div 5! = 5 8 665 mod 5! = 65

1, 3, 4, 5, 7 65 65 div 4! = 2 4 65 mod 4! = 17

1, 3, 5, 7 17 17 div 3! = 2 5 17 mod 3! = 5

1, 3, 7 5 5 div 2! = 2 7 5 mod 2! = 1

1, 3 1 1 div 1! = 1 3 1 mod 1! = 0

1 0 0 div 0! = 0 1

Rezultă p = (2, 6, 8, 4, 5, 7, 3, 1).

Această metodă de căutare are s, i avantajul că ı̂n listă se va t, ine un singur număr pe

doi octet, i, făcându-se economie de memorie. Expandarea unui nod constă din trei pas, i:

1. Se extrage primul număr din listă s, i se reconstituie configurat, ia atas,ată;

2. Se fac cele trei mutări, obt, inându-se trei succesori;

3. Pentru fiecare succesor se calculează funct, ia H s, i dacă configurat, ia nu este găsită

ı̂n listă, este adăugată.

Pentru a face reconstituirea solut, iei avem nevoie de date suplimentare. Respectiv,

vectorul caracteristic atas,at permutărilor nu va mai ret, ine doar dacă o pozit, ie a fost

”
văzută” sau nu, ci s, i pozit, ia din care ea provine (prin valoarea funct, iei H). Trebuie

de asemenea ret, inut tipul mutării (A, B sau C) prin care s-a ajuns ı̂n acea configurat, ie.

Cei doi vectori se numesc Father s, i MoveKind. Init, ial, toate elementele vectorului

Father au eticheta
”
Unknown”, semnificând că nodurile nu au fost ı̂ncă vizitate, cu

except, ia elementului atas,at configurat, iei init, iale, care poartă eticheta specială
”
Root”

(rădăcină).

Pseudocodul pentru expandarea unui nod arată cam as,a:

1: K ← primul număr din coadă

2: P ← H−1(K)

3: află cei trei succesori QA, QB, QC

4: pentru i = A,B,C execută

5: dacă Father[H(Qi)] = Unknown atunci

6: Father[H(Qi)]← K

7: MoveKind[H(Qi)]← i
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8: adaugă H(Qi) ı̂n coadă

9: sfârs, it dacă

10: sfârs, it pentru

11: s,terge K din coadă

Reconstituirea solut, iei se face recursiv: se pornes,te de la configurat, ia finală s, i se

merge ı̂napoi (folosind informat, ia din vectorul Father) până la configurat, ia init, ială,

măsurându-se astfel numărul de mutări. La revenire se tipăresc toate mutările efectuate

(folosind informat, ia din vectorul MoveKind).

 #include <stdio.h>

 #include <stdlib.h>

 #define Unknown 0xFFFF

 #define Root 0xFFFE



 typedef huge unsigned Vector[40320];

 typedef char CharVector[40320];

 typedef int Perm[8];

 typedef struct list { unsigned X; struct list * Next; } List;



 Perm StartPerm={1,2,3,4,5,6,7,8}, EndPerm;

 const Perm Moves[3]=

 {{7,6,5,4,3,2,1,0},

 {3,0,1,2,5,6,7,4},

 {0,6,1,3,4,2,5,7}};

 /* Cele trei tipuri de mutari */

 Vector Father; /* Legaturile de tip tata */

 CharVector MoveKind;

 unsigned StartValue,EndValue;

 /* Valorile atasate configuratiilor initiala si finala */

 List *Head, *Tail; /* Coada de expandat */



 /**** Bijectia care asociaza un numar unei permutari ****/



 unsigned Perm2Int(Perm P)

 { int i,j,k,Fact=5040;

 unsigned Sum=0;



 for (i=0;i<=6;i++)

 { k=P[i]-1;

 for (j=0;j<i;j++)

 if (P[j]<P[i]) k--;

 Sum+=k*Fact;
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 Fact/=(7-i);

 }

 return Sum;

 }



 void Int2Perm(unsigned Sum, Perm P)

 { int i,j,k,Order,Fact=5040;

 Perm Used={0,0,0,0,0,0,0,0};



 for (i=0;i<=7;i++)

 { Order=Sum/Fact;

 j=-1;

 for (k=0;k<=Order;k++)

 do j++; while (Used[j]);

 Used[j]=1;

 P[i]=j+1;

 Sum%=Fact;

 if (i!=7) Fact/=(7-i);

 }

 }



 /**** Lucrul cu liste ****/



 void InitList(void)

 {

 Head=Tail=malloc(sizeof(List));

 Tail->X=StartValue;

 Tail->Next=NULL;

 }



 void AddToTail(unsigned K)

 {

 Tail->Next=malloc(sizeof(List));

 Tail=Tail->Next;

 Tail->X=K;

 Tail->Next=NULL;

 }



 void Behead(void)

 /* Sterge capul listei */

 { List *LCor=Head;



 Head=Head->Next;

 free(LCor);

 }
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

 /**** Cautarea propriu-zisa ****/



 void MakeMove(Perm P,Perm Q,int Kind)

 /* Kind = 0, 1 sau 2 */

 { int i;

 for (i=0;i<=7;i++)

 Q[i]=P[Moves[Kind][i]];

 }



 void Expand(void)

 { List *LCor;

 Perm P1,P2;

 unsigned i,XSon,Done;



 InitList();

 do {

 Int2Perm(Head->X,P1);

 for(i=0;i<=2;i++)

 { MakeMove(P1,P2,i);

 XSon=Perm2Int(P2);

 if (Father[XSon]==Unknown)

 { Father[XSon]=Head->X;

 MoveKind[XSon]=i+65;

 AddToTail(XSon);

 }

 }

 Done=(Head->X==EndValue);

 Behead(); }

 while (!Done);

 }



 /* Intrarea si iesirea */



 void InitData(void)

 { FILE *F=fopen("input.txt","rt");

 unsigned i;



 for (i=0;i<=7;i++) fscanf(F,"%d",&EndPerm[i]);

 fclose(F);

 StartValue=Perm2Int(StartPerm);

 EndValue=Perm2Int(EndPerm);

 for (i=0;i<40320;) Father[i++]=Unknown;

 Father[StartValue]=Root;

 }
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

 void WriteMove(FILE *F,unsigned K,int Len)

 {

 if (K!=StartValue)

 { WriteMove(F,Father[K],Len+1);

 fprintf(F,"%c\n",MoveKind[K]);

 }

 else fprintf(F,"%d\n",Len);

 }



 void Restore(void)

 { FILE *F=fopen("output.txt","wt");



 WriteMove(F,EndValue,0);

 fclose(F);

 }



 void main(void)

 {

 InitData();

 Expand();

 Restore();

 }

6.4 Problema 4

Continuăm cu o problemă care a fost de asemenea dată spre rezolvare la a VIII-a Olim-

piadă Internat, ională de Informatică, Veszprem 1996. Problema ı̂n sine nu a fost foarte

grea s, i mult, i elevi au luat punctaj maxim. Totus, i, enunt,ul permite unele modificări

interesante care practic schimbă cu totul problema.

ENUNT, : Să considerăm următorul joc de două persoane. Tabla de joc constă ı̂ntr-o

secvent, ă de ı̂ntregi pozitivi. Cei doi jucători mută pe rând. Mutarea fiecărui jucător

constă ı̂n alegerea unui număr de la unul din cele două capete ale secvent,ei. Numărul

ales este s,ters de pe tablă. Jocul se termină când toate numerele au fost selectate. Primul

jucător câs,tigă dacă suma numerelor alese de el este mai mare sau egală cu cea a numerelor

alese de cel de-al doilea jucător. În caz contrar, câs,tigă al doilea jucător.

Dacă tabla cont, ine init, ial un număr par de elemente, atunci primul jucător are o

strategie de câs,tig. Trebuie să scriet, i un program care implementează strategia cu care

primul jucător câs,tigă jocul. Răspunsurile celui de-al doilea jucător sunt date de un
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program rezident. Cei doi jucători comunică prin trei proceduri ale modulului Play

care v-a fost pus la dispozit, ie. Procedurile sunt StartGame, MyMove s, i YourMove.

Primul jucător ı̂ncepe jocul apelând procedura fără parametri StartGame. Dacă alege

numărul de la capătul din stânga, el va apela procedura MyMove(’L’). Analog, apelul

de procedură MyMove(’R’) trimite un mesaj celui de-al doilea jucător prin care ı̂l

informează că a ales numărul de la capătul din dreapta. Cel de-al doilea jucător, deci

computerul, mută imediat, iar primul jucător poate afla mutarea acestuia executând

procedura YourMove(C), unde C este o variabilă de tip Char (̂ın C/C++ apelul este

YourMove(&C)). Valoarea lui C este ’L’ sau ’R’, după cum numărul ales este de la

capătul din stânga sau din dreapta.

Intrarea: Prima linie din fis, ierul INPUT.TXT cont, ine dimensiunea init, ială N a ta-

blei. N este par s, i 2 ≤ N ≤ 100. Următoarele N linii cont, in fiecare câte un număr,

reprezentând cont, inutul tablei de la stânga la dreapta. Fiecare număr este cel mult 200.

Ies, irea: Când jocul se termină, programul trebuie să scrie rezultatul final ı̂n fis, ierul

text OUTPUT.TXT. Fis, ierul cont, ine două numere pe prima linie, reprezentând suma

numerelor alese de primul, respectiv de cel de-al doilea jucător. Programul trebuie să

joace un joc corect s, i ies, irea trebuie să corespundă jocului jucat.

Exemplu:

INPUT.TXT OUTPUT.TXT

6 15 14

4

7

2

9

5

2

Timp limită de execut, ie: 20 secunde pentru un test.

Acesta a fost enunt,ul original, la care va trebui să facem câteva modificări, ı̂n parte

deoarece nu putem folosi modulul Play, ı̂n parte pentru a face problema mai restrictivă:

• Mutările vor fi anunt,ate pe ecran prin tipărirea unui caracter ’L’ sau ’R’;

• Mutările celui de-al doilea jucător vor fi comunicate de un partener uman, prin

introducerea de la tastatură a unui caracter ’L’ sau ’R’;

• Rezultatul final se va tipări pe ecran, sub aceeas, i formă (pereche de numere).
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• Timpul de gândire pentru fiecare mutare trebuie să fie cât mai mic (practic

răspunsul să fie instantaneu);

• Complexitatea totală a calculelor efectuate să fie O(N).

• Timpul de implementare a fost cam de 1h 40 min. Propunem reducerea lui la

30 minute.

REZOLVARE: Este us,or de demonstrat că o rezolvare
”
greedy” a problemei (la

fiecare mutare jucătorul 1 alege numărul mai mare) nu atrage ı̂ntotdeauna câs,tigul. Iată

un contraexemplu:

7 10 1 2

La prima mutare, jucătorul 1 poate să aleagă fie numărul 7, fie numărul 2. Dacă se

va
”
lăcomi” la 7, jucătorul 2 va lua numărul 10 s, i inevitabil va câs,tiga. Solut, ia pentru

primul jucător este să ia numărul 2, apoi, indiferent de ce va juca partenerul său, va

putea lua numărul 10 s, i va câs,tiga.

Iată o solut, ie izbitor de simplă de complexitate O(N): La citirea datelor se face suma

elementelor aflate pe pozit, ii pare s, i a celor aflate pe pozit, ii impare. Să presupunem că

suma elementelor de ordin par este mai mare sau egală cu cea a elementelor de ordin

impar (cazul invers se tratează analog). Atunci, dacă primul jucător ar putea să aleagă

toate elementele de ordin par (care sunt ı̂ntr-adevăr N/2, adică atâtea câte are el dreptul

să aleagă), ar câs,tiga jocul. Jucătorul 1 poate ı̂ncepe jocul prin a lua primul sau ultimul

element din secvent, ă, deci ı̂l va alege pe ultimul, care are număr de ordine par. Al doilea

jucător are de ales ı̂ntre primul s, i al N − 1-lea element, ambele având număr de ordine

impar. Indiferent ce variantă o va adopta, primul jucător va avea din nou acces la un

element de pe o pozit, ie pară. Dacă jucătorul 2 alege elementul din stânga (primul),

atunci jucătorul 1 va putea lua elementul de după el (al doilea), iar dacă jucătorul 2

alege elementul din dreapta (al N − 1-lea), atunci jucătorul 1 va putea lua elementul

dinaintea el (al N − 2-lea). Deci primul jucător nu are altceva de făcut decât să repete

mutările făcute de cel de-al doilea. Să privim de exemplu desfăs,urarea jocului pe tabla

dată ı̂n enunt, :
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Jucătorul 1 1 2 3 4 5 6 Jucătorul 2

0 4 7 2 9 5 2 0

2 4 7 2 9 5 0

2 4 7 2 9 5

11 4 7 2 5

11 7 2 9

18 2 9

18 11

7 + 9 + 2 > 4 + 2 + 5

Programul ı̂n sine nici nu are nevoie să mai ret, ină vectorul de numere ı̂n memorie,

din moment ce primul jucător nu are altceva de făcut decât să imite mutările celui de-al

doilea. Un calcul al sumelor la citirea datelor este suficient. Complexitatea O(N) este

optimă, deoarece vectorul trebuie parcurs cel put, in o dată pentru citirea configurat, iei

init, iale a tablei.

 #include <stdio.h>



 void main(void)

 { FILE *F=fopen("input.txt","rt");

 int SEven,SOdd,N,i,K;



 fscanf(F,"%d\n",&N);

 for (i=1, SEven=SOdd=0; i<=N; i++)

 { fscanf(F, "%d\n", &K);

 if (i&1) SOdd+=K;

 else SEven+=K;

 }

 fclose(F);



 printf("Mutarea mea: %c\n", SEven>=SOdd ? 'R' : 'L');

 for (i=1; i<N/2; i++)

 { printf("Mutarea dvs. (L/R) ? ");

 printf("Mutarea mea: %c\n", getchar());

 getchar(); /* Caracterul newline */

 }

 printf("Mutarea dvs. (L/R) ? ");
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 getchar();



 if (SEven>=SOdd)

 printf("%d %d\n", SEven, SOdd);

 else printf("%d %d\n", SOdd, SEven);

 }

O a doua variantă a enunt,ului aduce unele condit, ii suplimentare:

• Se cere să se tipărească numai diferent,a maximă de scor pe care o poate obt, ine

primul jucător, considerând că ambii parteneri joacă perfect;

• Complexitatea cerută este O(N2).

• Timpul de implementare este de 45 minute, maxim 1h.

REZOLVARE: Trebuie mai ı̂ntâi să lămurim ce se ı̂nt,elege prin
”
joc perfect”.

Jucătorul 1 are ı̂ntotdeauna victoria la ı̂ndemână (metoda este arătată mai sus), dar

nu la orice scor. Jucătorul 2 urmăres,te să minimizeze diferent,a de scor. Fie D diferent,a

de scor cu care se termină un joc. D poate lua diferite valori pentru aceeas, i configurat, ie

init, ială a tablei, ı̂n funct, ie de mutările făcute de cei doi jucători. Fie DMAX diferent,a

maximă de scor pe care o poate obt, ine primul jucător indiferent de mutările celui de-al

doilea. Exact această valoare trebuie aflată. DMAX nu este propriu-zis o diferent, ă ma-

ximă. Jucătorul 1 poate să câs,tige s, i la diferent,e mai mari decât DMAX , dar trebuie ca

jucătorul 2 să-l
”
ajute”. Să reluăm exemplul cu 4 numere:

7 10 1 2

În acest caz, primul jucător are asigurat scorul 12-8 (deci diferent,a 4). Pentru aceasta,

el ı̂ncepe prin a lua numărul 2, apoi, orice ar replica celălalt, va lua numărul 10, jucătorului

2 revenindu-i as,adar numerele 1 s, i 7. El poate obt, ine s, i scorul 17-3 (jucătorul 1 ia numărul

7, celălalt ia 2, jucătorul 1 ia 10, iar celălalt ia 1), dar aceasta se ı̂ntâmplă numai dacă

jucătorul 2 face o gres,eală. După cum am arătat mai sus, dacă primul jucător ı̂ncepe

luând numărul 7, el pierde ı̂n mod normal partida. Iată deci că ı̂n acest caz DMAX = 4.

Pentru a putea afla diferent,a maximă de scor, este bine să privim mereu ı̂n adâncime.

Există patru variante ı̂n care ambii parteneri pot face câte o mutare:

1. Ambii jucători aleg numere din partea stângă;
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2. Ambii aleg numere din partea dreaptă;

3. Primul jucător alege numărul din stânga, iar celălalt pe cel din dreapta;

4. Primul jucător alege numărul din dreapta, iar celălalt pe cel din stânga;

În urma oricărei variante de mutare, secvent,a se scurtează cu două elemente. Dacă am

putea cunoas,te dinainte care este rezultatul jocului pentru fiecare din secvent,ele scurte,

am putea să decidem care variantă de joc este cea mai convenabilă pentru secvent,a

init, ială, t, inând cont s, i de modul de joc al jucătorului al doilea. Tocmai de aici vine

s, i ideea de rezolvare. Să notăm cu A[1], A[2], ..., A[N ] secvent,a citită la intrare. Vom

construi o matrice D cu N linii s, i N coloane, unde D[i, j] este diferent,a maximă pe

care o poate obt, ine jucătorul 1 pentru secvent,a A[i], A[i + 1], . . . , A[j]. Binêınt,eles, sunt

luate ı̂n considerare numai secvent,ele de lungime pară. Scopul nostru este să-l aflăm pe

D[1, N ].

Elementele matricei pe care le putem afla fără multă bătaie de cap sunt D[1, 2], D[2, 3],

. . . , D[N − 1, N ]. Într-adevăr, dintr-o secvent, ă de numai două numere, primului jucător

ı̂i revine cel mai mare, iar celui de-al doilea - cel mai mic. As,adar

D[i, i + 1] = |A[i]− A[i + 1]| (6.5)

Cum calculăm D[i, j] dacă cunoas,tem valorile matricei D pentru toate subsecvent,ele

incluse ı̂n secvent,a A[i], A[i + 1], ..., A[j]? După cum am mai spus, avem patru variante:

Elementul selectat

de primul jucător

Elementul selectat

de al doilea jucător

Rezultatul pentru

secvent,a rămasă

Rezultatul final

A[i] A[i + 1] D[i + 2, j] R1 = D[i + 2, j] + A[i]− A[i + 1]

A[j] D[i + 1, j − 1] R2 = D[i + 1, j − 1] + A[i]− A[j]

A[j] A[i] D[i + 1, j − 1] R3 = D[i + 1, j − 1] + A[j]− A[i]

A[j − 1] D[i, j − 2] R4 = D[i, j − 2] + A[j]− A[j − 1]

Trebuie să t, inem minte că, dacă primul jucător optează să-l aleagă pe A[i] (una din

primele două variante), atunci jucătorul 2 va juca ı̂n as,a fel ı̂ncât pierderea să fie minimă,

iar scorul final va fi min(R1, R2). Dacă jucătorul 1 alege varianta 3 sau 4, scorul final

va fi min(R3, R4). Dar jucătorul 1 este primul la mutare, deci va alege varianta care ı̂i

maximizează profitul. Rezultatul este

D[i, j] = max(min(R1, R2),min(R3, R4)) (6.6)
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adică

D[i, j] = max(A[i] + min(D[i + 2, j]− A[i + 1], D[i + 1, j − 1]− A[j]),

A[j] + min(D[i + 1, j − 1]− A[i], D[i, j − 2]− A[j − 1]))
(6.7)

Matricea D se completează pe diagonală, pornind de la diagonala principală s, i

mergând până ı̂n colt,ul de N-E. Iată cum arată matricea atas,ată datelor de intrare din

enunt, :

D =



X 3 X 10 X 7

X X 5 X 9 X

X X X 7 X 4

X X X X 4 X

X X X X X 3

X X X X X X


(6.8)

Pentru exemplul din enunt, , răspunsul este deci DMAX = 7. Cum elementele matricei

sunt parcurse cel mult o dată, rezultă o complexitate de O(N2).

 #include <stdio.h>

 #include <stdlib.h>

 #define NMax 101



 int D[NMax][NMax], A[NMax], N;



 void ReadData(void)

 { FILE *F=fopen("input.txt","rt");

 int i;



 fscanf(F,"%d\n",&N);

 for (i=1; i<=N;)

 fscanf(F, "%d\n", &A[i++]);

 fclose(F);

 }



 int Min(int A, int B)

 {

 return A<B ? A : B;

 }


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 int Max(int A, int B)

 {

 return A>B ? A : B;

 }



 void FindMax(void)

 { int i,j,k;



 for (i=1;i<N;i++)

 D[i][i+1]=abs(A[i]-A[i+1]);

 for (k=3;k<=N-1;k++)

 for (i=1;i+k<=N;i++)

 { j=i+k;

 D[i][j]=Max(A[i]+Min(D[i+2][j]-A[i+1],

 D[i+1][j-1]-A[j]),

 A[j]+Min(D[i+1][j-1]-A[i],

 D[i][j-2]-A[j-1]));

 }

 printf("Diferenta maxima este %d\n",D[1][N]);

 }



 void main(void)

 {

 ReadData();

 FindMax();

 }

Programul prezentat mai sus poate fi optimizat, dacă timpul o permite s, i dacă acest

lucru este necesar. Lăsăm cititorul să ı̂ncerce să rezolve aceeas, i problemă folosind o

cantitatate de memorie direct proport, ională cu N .

6.5 Problema 5

Această problemă a fost propusă la Olimpiada Nat, ională de Informatică, Slatina 1995,

la clasa a XI-a. Pe atunci programarea dinamică era o tehnică de programare destul de

put, in cunoscută de către majoritatea elevilor.

ENUNT, : O regiune des,ertică este reprezentată printr-un tablou de dimensiuni M×N
(1 ≤ M ≤ 100, 1 ≤ N ≤ 100). Elementele tabloului sunt numere naturale mai mici ca

255, reprezentând diferent,ele de altitudine fat, ă de nivelul mării (cota 0). Să se stabilească:
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a) Un traseu pentru a traversa des,ertul de la nord la sud (de la linia 1 la linia M),

astfel:

• Se pornes,te dintr-un punct al liniei 1;

• Deplasarea se poate face ı̂n una din direct, iile: E, SE, S, SV, V;

• Suma diferent,elor de nivel (la urcare s, i la coborâre) trebuie să fie minimă.

b) Un traseu pentru a traversa des,ertul de la nord la sud ı̂n condit, iile punctului (a),

la care se adaugă condit, ia:

• Lungimea traseului să fie minimă.

Intrarea: Fis, ierul de intrare INPUT.TXT cont, ine un singur set de date cu următoarea

structură:

linia 1: M N

liniile 2 . . .M + 1: elementele tabloului (pe linii) separate prin spat, ii

Ies, irea: Fis,erul de ies, ire OUTPUT.TXT va cont, ine rezultatele ı̂n următorul format:

(a)

<suma diferent,elor de nivel>

TRASEU: (i_1, j_1)->(i_2, j_2)->...->(i_k, j_k)

(b)

<suma diferent,elor de nivel> <lungime traseu>

TRASEU: (i_1, j_1)->(i_2, j_2)->...->(i_p, j_p)

unde ix s, i jx sunt linia s, i coloana fiecărei celule vizitate.

Exemplu:

INPUT.TXT OUTPUT.TXT

4 4 (a)

10 7 2 5 5

13 20 25 3 TRASEU: (1,3)->(2,4)->(3,3)->(3,2)->(4,1)

2 4 2 20 (b)

5 10 9 11 9 3

TRASEU: (1,3)->(2,4)->(3,3)->(4,2)

Acesta a fost enunt,ul original. Iată acum completările propuse s, i o precizare impor-

tantă:
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• Timpul de implementare: 45 minute - 1h (la concurs a fost cam 1h 30 min);

• Timpul de rulare: 2-3 secunde;

• Complexitatea cerută: O(N2);

• La punctul (b), condit, ia nou adăugată este mai puternică decât cea de la punctul

(a). Cu alte cuvinte, ı̂n primul rând contează lungimea drumului s, i abia apoi, dintre

toate drumurile de lungime minimă, trebuie ales cel pentru care suma denivelărilor

este minimă. Pentru a vă convinge că ordinea ı̂n care sunt impuse condit, iile este

importantă, să privim exemplul de mai sus. Dacă este mai importantă minimizarea

sumei denivelărilor, atunci minimul este 5, iar drumul este solut, ia de la punctul (a).

Dacă este mai importantă minimizarea lungimii drumului, atunci lungimea minimă

este 3, iar din toate drumurile de lungime 3, cel mai put, in costisitor este cel indicat

la punctul (b).

REZOLVARE: Vom lăsa punctul (b) al acestei probleme ı̂n seama cititorului,

ı̂ntrucât el nu este altceva decât o simplificare a punctului (a). Să ne ocupăm acum

de punctul (a). Vom numi efort diferent,a de altitudine (̂ın modul) la deplasarea cu un

pas. Scopul este deci găsirea unor drumuri de efort total minim. Matricea de altitudini

o vom nota cu Alt.

O primă posibilitate de abordare a problemei este
”
greedy”, dar aceasta nu e cea mai

fericită alegere, chiar dacă este una comodă. Ideea de bază este următoarea: Încercăm

să pornim din colt,ul de NV s, i să ne deplasăm la fiecare pas pe acea direct, ie pentru care

efortul este minim, până ajungem la ultima linie. Apoi pornim din a doua coloană a

primei linii s, i aplicăm aceeas, i tactică, apoi din a treia coloană s, i as,a mai departe până la

colt,ul de NE. În final tipărim solut, ia cea mai bună găsită. Iată ı̂nsă un exemplu pe care

această metodă dă gres, :

Alt =


2 1 2

10 1 10

10 10 10

 (6.9)

Pe această matrice, algoritmul greedy va găsi traseele (1,1) → (2,2) → (3,2) de efort

total 10, (1,2) → (2,2) → (3,2) de efort total 9 s, i (3,1) → (2,2) → (3,2) de efort total

10. As,adar, rezultatul optim ar fi 9, ceea ce este fals deoarece alegerea traseului (1,1) →
(2,1) → (3,1) ar duce la un efort total de 8, deci mai mic.
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Motivul pentru care acest algoritm nu funct, ionează cum trebuie este că el nu prives,te

ı̂n perspectivă. În cazul de mai sus, coborârea ı̂n
”
văile” de altitudine 1 era o primă

mutare tentantă, dar fără nici un rezultat, deoarece până la urmă tot era necesară suirea

la altitudinea 10. Solut, ia corectă este ca, pentru a afla efortul minim cu care se poate

ajunge la o locat, ie oarecare, să analizăm toate drumurile care duc la acea locat, ie. Dacă

am cunoas,te efortul minim cu care se poate ajunge la fiecare din vecinii din E, NE, N,

NV, s, i V ai unei celule, atunci putem cu us,urint, ă, pe baza unor comparat, ii, să deducem

din ce parte este cel mai avantajos să venim ı̂n respectiva celulă s, i cu ce efort minim.

Mai concret, vom construi o matrice cu aceleas, i dimensiuni ca s, i matricea Alt, pe

care o vom denumi Eff . În această matrice, Eff [i, j] reprezintă efortul minim necesar

pentru a ajunge de pe un punct oarecare de pe linia 1 ı̂n celula (i, j). Deducem că

Eff [1, j] = 0,∀1 ≤ j ≤ N . Noi trebuie să completăm matricea Eff , apoi să căutăm

minimul dintre toate elementele de pe linia M (care este chiar efortul minim căutat) s, i

să reconstituim traseul de urmat.

Ca să vedem cum anume se face completarea matricei, facem mai ı̂ntâi observat, ia că,

odată ce am ajuns pe o linie, putem fie să coborâm direct pe linia imediat inferioară, fie

să ne deplasăm cât, iva pas, i numai spre stânga sau numai spre dreapta, apoi să coborâm

pe linia următoare. În orice locat, ie (X, Y ) a matricei putem veni dinspre E, NE, N, NV,

sau V. Pentru aces,ti cinci vecini presupunem deja calculate eforturile minime necesare,

respectiv Eff [X, Y + 1],Eff [X − 1, Y + 1],Eff [X − 1, Y ],Eff [X − 1, Y − 1],Eff [X, Y − 1].

Atunci, ı̂n funct, ie de direct, ia din care venim, efortul depus până la punctul (X, Y ) va fi:

dinspre est: Eff [X, Y + 1] + |Alt[X, Y + 1]− Alt[X, Y ]| (1)

dinspre nord-est: Eff [X − 1, Y + 1] + |Alt[X − 1, Y + 1]− Alt[X, Y ]| (2)

dinspre nord: Eff [X − 1, Y ] + |Alt[X − 1, Y ]− Alt[X, Y ]| (3)

dinspre nord-vest: Eff [X − 1, Y − 1] + |Alt[X − 1, Y − 1]− Alt[X, Y ]| (4)

dinspre vest: Eff [X, Y − 1] + |Alt[X, Y − 1]− Alt[X, Y ]| (5)

În principiu, nu avem decât să calculăm minimul dintre aceste expresii ca să aflăm

valoarea lui Eff [X, Y ]. În felul acesta, matricea Eff se va completa pe linie, de sus ı̂n

jos. Totus, i, apare o problemă: pentru a-l afla pe Eff [X, Y ] avem nevoie de Eff [X, Y − 1]

(dacă ne deplasăm spre est), iar pentru a-l afla pe Eff [X, Y −1] avem nevoie de Eff [X, Y ]

(dacă ne deplasăm spre vest)! Binêınt,eles, avem sentimentul că ne ı̂nvârtim după propria

coadă. Totus, i, dezlegarea nu e complicată, t, inând cont de observat, ia făcută mai sus, că

pe aceeas, i linie deplasarea se face ı̂ntr-o singură direct, ie. Este suficient să parcurgem

fiecare linie de două ori: prima oară o parcurgem de la stânga la dreapta, ı̂n ipoteza că

deplasarea pe linia respectivă se face spre est, apoi ı̂ncă o dată de la dreapta la stânga,
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ı̂n ipoteza că deplasarea pe linia respectivă se face spre vest. La prima parcurgere, vom

minimiza efortul pentru fiecare căsut, ă cu expresia (5), iar la a doua - cu expresia (1).

Minimizarea cu expresiile (2), (3) s, i (4) se poate face la oricare din parcurgeri, deoarece

elementele liniei superioare nu se mai modifică.

După cum am spus, efortul minim se obt, ine căutând minimul de pe ultima linie a

matricei Eff (aceasta deoarece nu contează ı̂n ce punct de pe ultima linie este sosirea).

Punctul ı̂n care se atinge acest minim este tocmai punctul de sosire. Reconstituirea

efectivă a drumului se face ı̂n sens invers: se pleacă din punctul de sosire (ik, jk) s, i se

caută un punct vecin lui pe una din cele cinci direct, ii permise, (ik−1, jk−1) astfel ı̂ncât

Eff [ik, jk] = Eff [ik−1, jk−1] + |Alt[ik, jk]− Alt[ik−1, jk−1]| (6.10)

Cu alte cuvinte, se testează pentru care din expresiile (1) - (5) se verifică egalitatea.

Se reia, recursiv, acelas, i procedeu pentru locat, ia (ik−1, jk−1).

Iată cum se completează matricea Eff pentru exemplul dat s, i cum se reconstituie

drumul:

Alt =


10 7 2 5

13 20 25 3

2 4 2 20

5 10 9 11

 (6.11)

Eff =


0 0 0 0

3 10 15 1

6 4 2 18

5 10 9 11

 (6.12)

Minimul de pe linia a 4-a a matricei Eff este Eff [4, 1] = 5, deci sosirea se face ı̂n

colt,ul de SV. Din ce parte am ajuns aici? Se testează tot, i vecinii s, i se constată că

Eff [4, 1] = Eff [3, 2] + |Alt[4, 1] − Alt[3, 2]|, deci s-a venit de la locat, ia (3,2). Apoi se

constată că:

Eff [3, 2] = Eff [3, 3] + |Alt[3, 2]− Alt[3, 3]|

Eff [3, 3] = Eff [2, 4] + |Alt[3, 3]− Alt[2, 4]|

Eff [2, 4] = Eff [1, 3] + |Alt[2, 4]− Alt[1, 3]|

(6.13)
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Din aceste relat, ii rezultă că traseul urmat este (1, 3) → (2, 4) → (3, 3) → (3, 2) →
(4, 1).

Pentru o mai mare us,urint, ă a implementării, se vor adăuga două coloane fictive la

matricea Alt: coloanele 0 s, i N + 1. Facem acest lucru pentru a ne putea referi la celula

(X, Y −1) atunci când (X, Y ) este o celulă din prima coloană (respectiv la celula (X, Y +1)

atunci când (X, Y ) este o celulă de pe ultima coloană) fără a primi un mesaj de eroare.

Trebuie ı̂nsă să fim atent, i ca nu cumva noile coloane adăugate să perturbe datele de

ies, ire s, i să rezulte că traseul optim trece prin coloana 0 sau N + 1. Pentru a scăpa de

grija celulelor de pe aceste două coloane s, i a ne asigura că ele nu vor putea fi selectate

pentru traseul optim, le vom atribui altitudini foarte mari. Deoarece diferent,a maximă

de nivel la fiecare pas este 255, rezultă că efortul total maxim ce se poate obt, ine este

255× 99 = 25.245. As,adar, o altitudine a coloanelor laterale de 30.000 este suficientă.

 #include <stdio.h>

 #include <math.h>

 #define NMax 101

 #define Infinity 30000

 typedef int Matrix[NMax][NMax+1];



 Matrix Alt, Eff;

 int M, N;

 FILE *OutF;



 void ReadData(void)

 { FILE *F=fopen("input.txt", "rt");

 int i,j;



 fscanf(F, "%d %d\n", &M, &N);

 for (i=1; i<=M; i++)

 for (j=1; j<=N; j++)

 fscanf(F, "%d", &Alt[i][j]);

 fclose(F);

 }



 void Optimize(int X1, int Y1, int X2, int Y2)

 /* Testeaza daca in (X1,Y1) se poate ajunge

 cu efort mai mic dinspre (X2,Y2) */

 {

 if (Eff[X2][Y2]+abs(Alt[X1][Y1]-Alt[X2][Y2])<Eff[X1][Y1])

 Eff[X1][Y1]=Eff[X2][Y2]+abs(Alt[X1][Y1]-Alt[X2][Y2]);

 }
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

 void Traverse(void)

 { int i,j;



 for (j=1; j<=N;) Eff[1][j++]=0;

 for (i=1; i<=M; i++)

 Eff[i][0]=Eff[i][N+1]=Infinity; /* Bordeaza matricea */

 for (i=2; i<=M; i++)

 {

 for (j=1; j<=N; j++)

 {

 Eff[i][j]=Infinity;

 Optimize(i, j, i-1, j); /* De la N */

 Optimize(i, j, i-1, j-1); /* De la NV */

 Optimize(i, j, i-1, j+1); /* De la NE */

 Optimize(i, j, i, j-1); /* De la V */

 }

 for (j=N; j; j--)

 Optimize(i, j, i, j+1); /* De la E */

 }

 }



 void GoBack(int X, int Y)

 /* Reconstituie drumul */

 {

 if (X>1)

 if (Eff[X][Y]==Eff[X][Y-1]

 +abs(Alt[X][Y-1]-Alt[X][Y]))

 GoBack(X, Y-1);

 else if (Eff[X][Y]==Eff[X-1][Y-1]

 +abs(Alt[X-1][Y-1]-Alt[X][Y]))

 GoBack(X-1, Y-1);

 else if (Eff[X][Y]==Eff[X-1][Y]

 +abs(Alt[X-1][Y]-Alt[X][Y]))

 GoBack(X-1, Y);

 else if (Eff[X][Y]==Eff[X-1][Y+1]

 +abs(Alt[X-1][Y+1]-Alt[X][Y]))

 GoBack(X-1, Y+1);

 else if (Eff[X][Y]==Eff[X][Y+1]

 +abs(Alt[X][Y+1]-Alt[X][Y]))

 GoBack(X, Y+1);

 if (X>1) fprintf(OutF, "->");

 fprintf(OutF,"(%d,%d)", X, Y);

 }


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 void WriteSolution(void)

 { int j,k;



 OutF=fopen("output.txt", "wt");

 /* Cauta punctul de sosire */

 fputs("(a)\n",OutF);

 for (j=2, k=1; j<=N; j++)

 if (Eff[M][j]<Eff[M][k]) k=j;

 fprintf(OutF, "%d\n", Eff[M][k]);

 fputs("TRASEU: ",OutF);

 GoBack(M, k);

 fprintf(OutF,"\n");

 fclose(OutF);

 }



 void main(void)

 {

 ReadData();

 Traverse();

 WriteSolution();

 }

6.6 Problema 6

Propunem ı̂n continuare o problemă care s-a dat la Olimpiada Nat, ională de Informatică,

Suceava 1996, la clasa a XII-a. Ment, ionăm că un singur concurent a reus, it să o ducă la

bun sfârs, it ı̂n timpul concursului. Problema se numes,te ”
Cartierul Enicbo”.

ENUNT, : În oras,ul Acopan s-a construit un nou cartier. Noul cartier are patru

bulevarde paralele s, i un număr de N străzi perpendiculare pe ele. Există deci ı̂n total

4N intersect, ii. Furgoneta oficiului pos,tal trebuie să distribuie pos,ta ı̂n fiecare zi; ı̂n acest

scop, furgoneta pleacă de la oficiul pos,tal aflat la intersect, ia bulevardului 1 cu strada 1 s, i,

urmând ret,eaua stradală, trece exact o dată prin fiecare intersect, ie astfel ı̂ncât să ı̂ncheie

traseul ı̂n punctul de plecare.

Conducerea oficiului pos,tal roagă participant, ii la olimpiadă să o ajute să afle ı̂n câte

moduri distincte se poate stabili traseul furgonetei.

Intrarea: Programul va citi de la tastatură valoarea lui N (2 ≤ N ≤ 200).

Ies, irea: Pe ecran se va afis,a solut, ia (numărul de trasee distincte pentru valoarea
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respectivă a lui N).

Exemplu: Pentru N = 3 există 4 solut, ii (se cites,te de la tastatură numărul 3 s, i se

afis,ează pe ecran numărul 4). Iată solut, iile efective:

Timp de execut, ie: 30 secunde pentru un text

Timp de implementare: 1h 30 min.

Complexitate cerută: O(N2)

REZOLVARE: Primul lucru care ne vine ı̂n gând este
”
se cere numărul de cicluri

hamiltoniene ı̂ntr-un graf, deci problema e exponent, ială”. Rezolvarea backtracking nu

e deloc greu de implementat, dar nu are nici o s,ansă să meargă pentru valori mari ale

lui N . Afirmat, ia de mai sus este corectă, dar incompletă; din această cauză concluzia

este falsă. Se scapă din vedere faptul că graful nu este oarecare, ci are un aspect foarte

particular.

S, i ı̂n această problemă vom ı̂ncerca să utilizăm solut, iile locale (pentru valori mici ale

lui N) pentru aflarea solut, iei globale. Respectiv, vom rezolva problema pentru N = 2,

apoi o vom extinde pentru N = 3, 4 s, i as,a mai departe. Pentru ı̂nceput, ı̂nsă, ı̂ncercăm

să simplificăm enunt,ul, reducând problema la una echivalentă, dar mai simplă.

Să considerăm o posibilă solut, ie pentru N = 5:
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×
×
×

× ×
×
×

×

×

În loc să lucrăm cu segmente ı̂n această ret,ea, vom lucra cu ochiuri. Furgoneta

parcurge un ciclu, deci ı̂nchide ı̂n circuitul ei un număr de ochiuri. Am marcat aceste

ochiuri cu un
”
×” ı̂n figura de mai sus. As,adar, oricărui drum al furgonetei i se poate

atas,a o matrice cu 3 linii s, i N − 1 coloane, ı̂n care unele celule sunt bifate cu
”
×”, iar

altele nu. Să vedem ı̂n primul rând care este corespondent,a ı̂ntre numărul de circuite

hamiltoniene s, i numărul de matrice de acest tip.

Se observă că pentru orice circuit există un altul căruia ı̂i este atas,ată aceeas, i matrice.

Circuitul pereche este tocmai circuitul parcurs ı̂n sens invers, care ı̂nchide ı̂n interior

aceleas, i ochiuri de ret,ea:

×
×
×

× ×
×
×

×

×

Acest lucru se ı̂ntâmplă deoarece transformarea graf-matrice ignoră sensul de parcur-

gere a circuitului hamiltonian. De aici rezultă că pentru a calcula numărul de circuite

hamiltoniene trebuie să calculăm numărul de matrice s, i să-l ı̂nmult, im cu 2.

În continuare, să analizăm câteva proprietăt, i ale matricelor ı̂n discut, ie.

Proprietatea 1. Elementele bifate cu
”
×” ı̂n matrice formează o singură figură conexă.

Demonstraţie. Dacă figura nu ar fi conexă, adică dacă ar exista mai multe figuri, ele nu

ar putea fi ı̂nconjurate de furgonetă ı̂ntr-un singur drum. De remarcat că toate pătratele

ı̂nconjurate de furgonetă trebuie bifate cu ×, deci furgoneta nu poate ı̂nconjura pătrate

nebifate.

De aceea, traseul de mai jos (care prezintă o port, iune oarecare de circuit) este impo-

sibil.
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×
×

×
· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

Conexitatea se referă numai la vecinătatea pe latură, nu s, i pe colt, . Spre exemplu,

figura de mai jos este incorectă, deoarece, pentru a o ı̂nconjura, furgoneta trebuie să

treacă de două ori prin punctul ı̂ncercuit:

×
× ×

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

Proprietatea 2. Elementele bifate cu
”
×” formează o structură aciclică.

Demonstraţie. Dacă structura ar fi ciclică, ar rezulta că elementele bifate cu
”
×” ı̂nchid

ı̂ntre ele elemente nebifate, pe care furgoneta ı̂nsă nu poate să le ocolească.

Iată un exemplu de ciclicitate:

×
×
×

×

×

×
×
×

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

?

Practic, situat, ia de mai sus obligă furgoneta să facă două drumuri: unul pe exterior

s, i unul ı̂n jurul ochiului marcat cu
”
?”.

Proprietatea 3. Nici un nod interior al ret,elei nu poate avea toate cele patru ochiuri

vecine marcate cu
”
×”.

Demonstraţie. Dacă ar exista un asemenea nod, el nu ar putea fi parcurs de furgonetă,

deci ciclul nu ar mai fi hamiltonian. Este cazul nodului ı̂ncercuit ı̂n figura următoare:
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×
×
×

×
× ×

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

Proprietatea 4. Structura elementelor bifate cu
”
×” ı̂n cadrul matricei este arbores-

centă.

Demonstraţie. Rezultă imediat din punctele anterioare: figura este conexă s, i aciclică.

Proprietatea 5. Numărul de celule bifate este P = 2N − 1.

Demonstraţie. Folosim induct, ia matematică. Să presupunem că structura noastră ar

avea un singur pătrat bifat. Atunci structura ar avea patru laturi
”
la vedere”. Traseul

furgonetei care ocoles,te structura ar avea patru laturi. O structură de două pătrate

(desigur lipite) va avea s,ase laturi la vedere:

× ×
1 2

3

45

6

Să ne imaginăm acum că orice structură cu k pătrate are Sk laturi la vedere. Trebuie

să demonstrăm că toate structurile cu k + 1 pătrate au acelas, i număr de laturi la vedere

s, i să aflăm efectiv acest număr, Sk+1. Cel de-al k+1-lea pătrat trebuie alipit la structura

deja existentă ı̂n as,a fel ı̂ncât să nu se ı̂nchidă nici un ciclu. El se va lipi deci de o latură

la vedere a unui pătrat din structură. În acest fel, va dispărea o latură la vedere, dar

vor apărea trei ı̂n loc. Numărul de laturi la vedere va cres,te prin urmare cu 2. Această

cifră nu depinde de locul ı̂n care este alipit al k + 1-lea pătrat, nici de forma structurii

deja existente, deci am demonstrat că toate structurile arborescente cu k pătrate au

acelas, i număr de laturi la vedere. Pentru a afla efectiv acest număr, pornim de la relat, iile

recurente stabilite prin induct, ie s, i eliminăm recurent,a:

Sk+1 = Sk + 2

S1 = 4

}
=⇒ Sk = 2k + 2 (6.14)
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Deoarece numărul total de noduri al ret,elei este de 4N , rezultă că structura noastră

trebuie să aibă 4N laturi la vedere. Notând cu P numărul de pătrate bifate din matrice

s, i rezolvând ecuat, ia de mai jos, rezultă valoarea lui P :

2P + 2 = 4N =⇒ P = 2N − 1 = 2(N − 1) + 1 (6.15)

Cum numărul de coloane al matricei este N − 1, deducem că ı̂n medie pe fiecare

coloană se vor afla două pătrate bifate, cu except, ia uneia pe care se vor afla trei pătrate

bifate.

La nivel local, proprietatea este de asemenea respectată: numărul de pătrate bifate

din primele k coloane ale matricei este 2k, existând posibilitatea să mai fie un pătrat

suplimentar. De exemplu, ı̂n figura dată mai sus pentru N = 5, ı̂n primele două coloane

se află patru elemente
”
×”, deci o medie de două pătrate pe fiecare coloană. În primele

trei coloane există s,apte elemente
”
×”, adică o medie de două pătrate pe coloană s, i un

surplus de un pătrat. Lăsăm ca temă cititorului să demonstreze că ı̂n primele k coloane

există ı̂ntotdeauna fie 2k, fie 2k + 1 pătrate. Orice număr mai mare duce la ciclicitatea

figurii, orice număr mai mic duce la neconexitatea ei.

Pe fiecare coloană există opt combinat, ii posibile de elemente bifate s, i nebifate, pe care

le vom codifica cu numere de la 0 la 7, conform unei numărători binare:

× × × ×
× × × ×

× × × ×
0 1 2 3 4 5 6 7

Să vedem acum care dintre aceste combinat, ii rămân valabile. O coloană de tipul 0 nu

poate exista, deoarece ea ar
”
rupe” matricea ı̂n două bucăt, i separate, deci proprietatea

de conexitate nu ar fi respectată.

Dacă pe coloana k se află o combinat, ie de tipul 3, ce s-ar putea afla pe coloana k+ 1?
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×
× ×
×

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

k k + 1

A

B

Pentru ca punctul A să se afle pe traseul furgonetei, este obligatoriu să bifăm pătratul

de sub el. Pentru a ment, ine conexitatea figurii apărute, trebuie bifat s, i pătratul din

centrul coloanei k + 1. Cea de-a treia celulă a coloanei k + 1 nu poate fi bifată, deoarece

punctul B ar fi ı̂nconjurat din patru părt, i de celule bifate, lucru care s-a stabilit că

este imposibil. Se vede că singura combinat, ie posibilă pentru coloana k + 1 este 6. Ce

combinat, ie putem pune pe coloana k + 2? Printr-un rat, ionament analog, deducem că

numai combinat, ia 3:

×
× ×
×

×
× ×
×

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

k k + 1 k + 2 k + 3

Iată că, pentru a putea respecta condit, iile de corectitudine a matricei, am fi nevoit, i

să continuăm la nesfârs, it cu coloane cu combinat, iile 3-6-3-6 etc. Deci niciuna din aceste

combinat, ii nu poate apărea ı̂n matrice.

În continuare, vom defini mai multe s, iruri de forma Sk(i, t), unde:

• k este numărul unei coloane;

• i este un număr de combinat, ie (respectiv 1, 2, 4, 5 sau 7);

• t este un număr care poate avea valoarea 0 sau 1.

Sk(i, t) semnifică
”
numărul de matrice (corecte) cu k coloane astfel ı̂ncât pe coloana

cu numărul k să se afle combinat, ia i, iar surplusul de pătrate bifate peste media de două

pătrate pe fiecare coloană să fie t”. De exemplu, S7(5, 1) reprezintă numărul de matrice
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corecte (care respectă regulile de construct, ie) cu 7 coloane, astfel ı̂ncât pe ultima coloană

să se afle combinat, ia 5 s, i să existe un surplus de 1 pătrat (adică numărul total de pătrate

să fie 2× 7 + 1 = 15).

Facem observat, ia că pe a N − 1-a coloană se pot afla doar combinat, iile 5 sau 7

(pentru a acoperi colt,urile de NE s, i SE ale grafului), iar surplusul de pătrate trebuie să

fie 1 (deoarece ı̂n N − 1 coloane trebuie să se afle P = 2(N − 1) + 1 pătrate bifate). Deci

scopul nostru este să calculăm suma SN−1(5, 1) + SN−1(7, 1) s, i să o ı̂nmult, im cu 2 ca să

aflăm numărul de cicluri hamiltoniene.

De asemenea, remarcăm că s, irurile Sk(1, 1), Sk(2, 1) s, i Sk(4, 1) nu sunt definite.

Aceasta deoarece combinat, iile 1, 2 s, i 4 au un singur pătrat bifat pe coloană, adică mai

put, in decât media de două pătrate. Este imposibil ca după adăugarea unei asemenea

coloane să mai existe un surplus. (deoarece ar rezulta că ı̂n primele k-1 coloane exista un

surplus de două pătrate). La polul opus, s, irul Sk(7, 0) nu este definit, deoarece combinat, ia

7 are toată coloana bifată, adică peste medie, deci nu se poate să nu apară un surplus de

pătrate bifate.

Mai trebuie stabilite formulele de recurent, ă ı̂ntre s, irurile Sk(1, 0), Sk(2, 0), Sk(4, 0),

Sk(5, 0), Sk(5, 1) s, i Sk(7, 1). Termenii init, iali ai recurent,ei sunt:

• S1(1, 0) = 0 deoarece matricea nu poate ı̂ncepe cu combinat, ia 1

• S1(2, 0) = 0 deoarece matricea nu poate ı̂ncepe cu combinat, ia 2

• S1(4, 0) = 0 deoarece matricea nu poate ı̂ncepe cu combinat, ia 4

• S1(5, 0) = 1 deoarece există o singură matrice de o coloană cu combinat, ia 5

• S1(5, 1) = 0 deoarece combinat, ia 5 are două pătrate, deci nu există surplus

• S1(7, 1) = 1 deoarece există o singură matrice de o coloană cu combinat, ia 7

Pentru a stabili relat, ia de recurent, ă pentru s, irul Sk(1, 0), ne ı̂ntrebăm: cărei coloane

ı̂i poate urma coloana k de tip 1 astfel ı̂ncât să nu mai existe surplus? Dacă observăm că

pe coloana k avem un singur element bifat (deci sub medie), rezultă că pe coloana k − 1

exista un surplus de un pătrat. Deci coloana k− 1 putea fi de tipul 5 sau 7, acestea fiind

singurele tipuri de coloană după care poate exista un surplus. Rezultă formula:

Sk(1, 0) = Sk−1(5, 1) + Sk−1(7, 1) (6.16)
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Printr-o simetrie perfectă se calculează aceeas, i formulă s, i pentru s, irul Sk(4, 0):

Sk(4, 0) = Sk−1(5, 1) + Sk−1(7, 1) (6.17)

La s, irul Sk(2, 0), mai trebuie făcută observat, ia că o coloană de tip 2 nu poate urma

unei coloane de tip 5, deoarece se strică conexitatea figurii. Rezultă:

Sk(2, 0) = Sk−1(7, 1) (6.18)

S, irul Sk(5, 0) provine din adăugarea unei coloane de tipul 5 după o coloană de tipul

1, 4 sau 5. Coloana k− 1 nu poate fi de tipul 2 deoarece figura rezultată nu este conexă,

nici de tipul 7 deoarece ar rezulta că ı̂n primele k− 2 coloane media de celule bifate este

mai mică decât 2.

Sk(5, 0) = Sk−1(1, 0) + Sk−1(4, 0) + Sk−1(5, 0) (6.19)

S, irul Sk(5, 1) provine din adăugarea unei coloane de tipul 5 după o coloană de tipul

5 sau 7, deoarece tipul de coloană 5 are două pătrate bifate, deci conservă surplusul:

Sk(5, 1) = Sk−1(5, 1) + Sk−1(7, 1) (6.20)

În sfârs, it, o coloană de tip 7 poate urma oricărui tip de coloană pentru care surplusul

este 0, adică:

Sk(7, 1) = Sk−1(1, 0) + Sk−1(2, 0) + Sk−1(4, 0) + Sk−1(5, 0) (6.21)

Acestea sunt formulele de recurent, ă. Rezultatul care trebuie afis,at pe ecran este

2[SN−1(5, 1) + SN−1(7, 1)], deoarece după N − 1 coloane surplusul trebuie să fie 1, iar

colt,urile matricei trebuie să fie bifate. Se observă că Sk(1, 0) = Sk(4, 0) = Sk(5, 1).

Practic, problema se reduce la trei s, iruri. Notăm:

Ak = Sk(5, 0)

Bk = Sk(1, 0) = Sk(4, 0) = Sk(5, 1)

Ck = Sk(7, 1) =⇒ Sk(2, 0) = Ck−1

(6.22)
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De aici rezultă grupul de relat, ii:


Ak = Ak−1 + 2Bk−1

Bk = Bk−1 + Ck−1

Ck = Ak−1 + 2Bk−1 + Ck−2 = Ak + Ck−2

(6.23)

s, i


A1 = 1

B1 = 0

C1 = 1

(6.24)

Noi avem nevoie de valoarea

2(BN−1 + CN−1) = 2BN (6.25)

Programul de mai jos nu face decât să implementeze calculul acestor s, iruri recurente.

Trebuie avut grijă ı̂nsă cu reprezentarea internă a numerelor, deoarece pentru N = 200

valorile ajung la 81 de cifre. Este deci necesară reprezentarea numerelor ca s, iruri de cifre.

 #include <stdio.h>

 #include <mem.h>



 typedef int Huge[85];

 Huge A,B,C,C2,HTemp;

 int N,k;



 void Atrib(Huge H, int V)

 /* H <- V */

 {

 memset(H,0,sizeof(Huge));

 H[0]=1;

 H[1]=V;

 }



 void Add(Huge A, Huge B)

 /* A <- A+B */

 { int i,T=0;


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 if (B[0]>A[0])

 { for (i=A[0]+1;i<=B[0];) A[i++]=0;

 A[0]=B[0];

 }

 else for (i=B[0]+1;i<=A[0];) B[i++]=0;

 for (i=1;i<=A[0];i++)

 { A[i]+=B[i]+T;

 T=A[i]/10;

 A[i]%=10;

 }

 if (T) A[++A[0]]=T;

 }



 void WriteHuge(Huge H)

 { int i;



 for (i=H[0];i;printf("%d",H[i--]));

 printf("\n");

 }



 void main(void)

 {

 printf("N=");scanf("%d",&N);

 Atrib(A,1);

 Atrib(B,0);

 Atrib(C,1);

 Atrib(C2,0);

 for (k=2;k<=N;k++)

 { memmove(HTemp,C,sizeof(Huge));

 Add(A,B);Add(A,B); /* A(k) = A(k-1) + 2*B(k-1) */

 Add(B,C); /* B(k) = B(k-1) + C(k-1) */

 memmove(C,A,sizeof(Huge));

 Add(C,C2); /* C(k) = A(k) + C(k-2) */

 memmove(C2,HTemp,sizeof(Huge)); /* noul C(K-2) */

 }

 Add(B,B); /* Rezultatul este 2*B(n) */

 WriteHuge(B);

 }
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6.7 Problema 7

Problema programării unui turneu de fotbal a fost dată spre rezolvare la a III-a Balcaniadă

de Informatică, Varna 1995. Vom prezenta mai ı̂ntâi enunt,ul nemodificat al problemei,

după care vom adăuga câteva detalii care o vor face mai
”
provocatoare”.

ENUNT, : Una din sarcinile Ministerului Sporturilor dintr-o t,ară balcanică este de a

organiza un campionat de fotbal cu N echipe (numerotate de la 1 la N). Campionatul

constă din N etape (dacă N este impar) sau N − 1 etape (dacă N este par); orice

două echipe dispută ı̂ntre ele un joc s, i numai unul. Scriet, i un program care realizează o

programare a campionatului.

Intrarea: Numărul de echipe N (2 ≤ N ≤ 24) va fi dat la intrarea standard (tasta-

tură).

Ies, irea se va face ı̂n fis, ierul text OUTPUT.TXT sub forma unui tabel cu numere ı̂ntregi

av̂ınd N linii. Al j-lea element din linia i este numărul echipei care joacă cu echipa i

ı̂n etapa j (evident, dacă i joacă cu k ı̂n etapa j, atunci ı̂n tabel k joacă cu i ı̂n aceeas, i

etapă). Dacă echipa i este liberă ı̂n etapa j, atunci al j-lea element al liniei i este zero.

Exemple:

INPUT.TXT OUTPUT.TXT

3 2 3 0

1 0 3

0 1 2

4 2 3 4

1 4 3

4 1 2

3 2 1

Timp de implementare: circa 1h 45’

Timp de execut, ie: 33 secunde

Iată s, i modificările pe care le propunem pentru a aduce cu adevărat problema la nivel

de concurs:

• Limita pentru numărul de echipe este N ≤ 200;

• Timpul de implementare este de 45 minute;

• Timpul de execut, ie este de 2-3 secunde;
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• Complexitatea cerută este O(N2).

REZOLVARE: Vom lăsa pe seama cititorului conceperea, implementarea s, i testarea

unei rezolvări backtracking (adoptată de majoritatea ı̂n timpul concursului). De altfel, la

Balcaniadă concurent, ii au avut la dispozit, ie calculatoare 486 / 50 Mhz, iar un backtra-

cking ı̂ngrijit funct, iona cam până la N = 18 ı̂n timpul impus, ceea ce asigura cam 75%

din punctajul maxim. În afară de aceasta, se mai puteau face s, i alte lucruri nu tocmai

elegante, având ı̂n vedere că datele de ies, ire nu erau foarte mari. Pentru N > 18, mult, i

concurent, i lăsau programul să meargă până când termina (câteva minute bune sau chiar

mai mult), apoi scriau rezultatele ı̂ntr-un fis, ier temporar. Matricea rezultată era inclusă

ca o constantă ı̂n codul sursă. Programul care era dat comisiei de corectare se prefăcea

că
”
se gândes,te” timp de câteva secunde, apoi scria pur s, i simplu matricea ı̂n fis, ierul de

ies, ire. Cu aceasta s-au luat punctaje foarte apropiate de maxim. Totus, i, pentru N = 24

un backtracking ar fi stat foarte mult pentru a găsi solut, ia. Tot timpul acesta, calcu-

latorul era blocat, neputând fi folosit. De aceea, mult, i concurent, i nu au luat punctajul

maxim, preferând să renunt,e la ultimele teste s, i să rezolve celelalte probleme. Oricum,

backtracking-ul este ı̂n acest caz o solut, ie pentru care raportul punctaj obt, inut / timp

consumat este foarte convenabil.

Există ı̂nsă s, i o solut, ie care poate asigura un punctaj maxim fără bătăi de cap s, i

fără să folosească
”
date preprocesate”. Ea are complexitatea O(N2) s, i nu face decât o

singură parcurgere a matricei de ies, ire. Ce-i drept, autorul a pierdut cam trei ore pentru

a o găsi s, i implementa ı̂n timp de concurs, compromit, ând aproape rezolvarea celorlalte

două probleme din ziua respectivă, dar comisia de corectare a fost plăcut impresionată,

programul fiind singurul care mergea instantaneu. Rămâne ca voi să aleget, i ı̂ntre elegant, ă

s, i eficient, ă...

Dacă t, inem cont s, i de restrict, iile suplimentare propuse, rezolvarea backtracking nu

mai este valabilă. În această situat, ie, iată care este metoda care stă la baza rezolvării

ı̂n timp pătratic. În primul rând se reduce cazul când N este impar la un caz când N

este par, prin mărirea cu 1 a lui N s, i introducerea unei echipe fictive. În fiecare etapă se

consideră că echipa care trebuia să joace cu echipa fictivă stă de fapt
”
pe bară”. Iată de

exemplu cum se rezolvă cazul N = 3:

(a) Se programează un campionat cu 4 echipe, echipa 4 fiind echipa fictivă:
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Echipa Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3

1 2 3 4

2 1 4 3

3 4 1 2

4 3 2 1

(b) Se neglijează ultima linie din tabel, meciurile echipei fictive nefiind importante:

Echipa Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3

1 2 3 4

2 1 4 3

3 4 1 2

(c) Peste tot unde apare cifra 4, ea este ı̂nlocuită cu 0:

Echipa Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3

1 2 3 0

2 1 0 3

3 0 1 2

Mai rămâne să vedem cum se tratează cazul când N este par. E destul de greu

de dat o demonstrat, ie matematică metodei care urmează; de fapt, nici nu există una,

problema fiind rezolvată ı̂n timp de concurs prin induct, ie incompletă (adică s-a constatat

cu creionul pe hârtie că metoda merge pentru N = 4, 6, 8 s, i 10, apoi s-a scris programul

care să facă acelas, i lucru s, i s-a constatat că merge s, i pentru valori mai mari). Să tratăm

s, i aici cazul N = 8, apoi să generalizăm procedeul.

Vor fi s,apte etape s, i, fără a reduce cu nimic generalitatea problemei, putem presupune

că echipa 1 joacă pe rând cu echipele 2, 3, 4, 5, 6, 7 s, i 8. Deocamdată tabelul arată astfel:

Echipa Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3 Etapa 4 Etapa 5 Etapa 6 Etapa 7

1 2 3 4 5 6 7 8

2 1

3 1

4 1

5 1

6 1

7 1

8 1
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Echipa 2 are deja programat un meci cu echipa 1 ı̂n prima etapă s, i mai are de pro-

gramat meciurile cu echipele 3, 4, 5, 6, 7 s, i 8 ı̂n celelalte etape. As,ezarea se poate face

oricum, cu condit, ia ca echipele 1 s, i 2 să nu ı̂s, i aleagă acelas, i partener ı̂n aceeas, i etapă.

De exemplu, putem programa meciul 2-3 ı̂n etapa a 3-a, meciul 2-4 ı̂n etapa a 4-a, ..., iar

meciul 2-8 ı̂n etapa a 2-a. Astfel am completat linia a doua a tabloului:

Echipa Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3 Etapa 4 Etapa 5 Etapa 6 Etapa 7

1 2 3 4 5 6 7 8

2 1 8 3 4 5 6 7

3 1 2

4 1 2

5 1 2

6 1 2

7 1 2

8 2 1

Echipa 3 are programate meciurile cu 1 s, i 2 s, i mai are de programat meciurile cu

echipele 4, 5, 6, 7 s, i 8. Pentru a nu crea conflicte (adică două echipe să nu-s, i aleagă

acelas, i adversar), putem aplica acelas, i procedeu: pornim de la etapa a 5-a s, i completăm

toate celulele goale ale liniei a 3-a cu numerele de la 4 la 8, mergând circular spre dreapta:

Echipa Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3 Etapa 4 Etapa 5 Etapa 6 Etapa 7

1 2 3 4 5 6 7 8

2 1 8 3 4 5 6 7

3 7 1 2 8 4 5 6

4 1 2 3

5 1 2 3

6 1 2 3

7 3 1 2

8 2 3 1

Se foloses,te aceeas, i metodă pentru a completa s, i celelalte linii ale matricei. Pentru

fiecare linie i (i ≤ N − 1):

• Se caută pe linia i aparit, ia valorii i-1;

• Se caută primul spat, iu liber (mergând circular spre dreapta). Primul spat, iu liber

ı̂nseamnă prima etapă ı̂n care se poate programa meciul dintre echipele i s, i i + 1
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(trebuie ca ambele să fie libere ı̂n acea etapă). Se constată experimental că trebuie

ı̂nceput de la a doua pozit, ie liberă de după aparit, ia valorii i− 1;

• Se merge circular spre dreapta s, i, ı̂n căsut,ele libere ı̂ntâlnite se trec valorile i+1, i+

2, . . . , N . Concomitent, pe aceleas, i coloane ale liniilor i + 1, i + 2, . . . , N se trece

valoarea i.

Echipa Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3 Etapa 4 Etapa 5 Etapa 6 Etapa 7

1 2 3 4 5 6 7 8

2 1 8 3 4 5 6 7

3 7 1 2 8 4 5 6

4 6 7 1 2 3 8 5

5 8 6 7 1 2 3 4

6 4 5 8 7 1 2 3

7 3 4 5 6 8 1 2

8 5 2 6 3 7 4 1

Fiecare linie a matricei poate fi parcursă in acest fel de maxim 2 ori (o dată pentru

găsirea coloanei de start s, i o dată pentru completarea liniei), deci numărul total de

celule vizitate este cel mult 2 × N2. Complexitatea pătratică este cea optimă, deoarece

programul trebuie ı̂n orice caz să tipărească la ies, ire circa N2 numere.

 #include <stdio.h>

 #define NMax 200

 unsigned char A[NMax+1][NMax+1];

 int N,RealN;



 void FindNextFree(int Line,int *K)

 /* Cauta (circular) urmatorul spatiu liber pe linia Line */

 { do *K=*K%(N-1)+1;

 while (A[Line][*K]);

 }



 void MakeMatrix(void)

 { int i,j,k;



 for (i=1;i<=N;i++)

 for (j=1;j<=N;j++) A[i][j]=0;

 for (i=1;i<N;i++) /* Pentru fiecare echipa */

 { if (i==1) /* Alege coloana de start */
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 j=1;

 else { j=0;

 do j++; while (A[i][j]!=i-1);

 FindNextFree(i,&j);

 FindNextFree(i,&j);

 }

 for (k=i+1;k<=N;k++) /* Completeaza circular linia */

 { A[i][j]=k;

 A[k][j]=i;

 if (k<N) FindNextFree(i,&j);

 }

 }

 }



 void WriteMatrix(void)

 { int i,j;

 FILE *F=fopen("output.txt","wt");



 for (i=1;i<=RealN;i++)

 { for (j=1;j<N;j++)

 fprintf(F,"%4d",A[i][j]>RealN ? 0 : A[i][j]);

 fprintf(F,"\n");

 }

 fclose(F);

 }



 void main(void)

 {

 printf("N=");scanf("%d",&RealN);

 N=RealN+RealN%2; /* Se adauga 1 daca RealN e impar */

 MakeMatrix();

 WriteMatrix();

 }

6.8 Problema 8

Problema codului lui Prüfer pentru arborii generali, mai exact cea a decodificării

acestui cod, este genul de problemă care nu este excesiv de grea, dar care necesită un

artificiu fără de care nu se poate ajunge la complexitatea optimă.

ENUNT, : Un arbore general neorientat conex cu N + 2 vârfuri se poate codifica

eficient printr-un vector cu N numere, astfel:
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• Numerotăm nodurile de la 1 la N + 2 ı̂ntr-o ordine oarecare;

• Eliminăm cea mai mică frunză (nod de grad 1) s, i adăugăm ı̂n vector numărul

nodului de care ea apart, inea;

• Reluăm procedeul pentru arborele rămas: tăiem cea mai mică frunză s, i adăugăm

ı̂n vector numărul nodului de care ea apart, inea;

• Repetăm procedeul până mai rămân doar două noduri.

Vectorul rezultat se numes,te codificare Prüfer a arborelui dat. Iată un exemplu de

construct, ie a codului Prüfer atas,at arborelui din figura de mai jos:

3 2 6

1 5

7 4

Codul lui Prüfer se obt, ine astfel:

• Îl tăiem pe 3 s, i scriem 1;

• Îl tăiem pe 4 s, i scriem 5;

• Îl tăiem pe 6 s, i scriem 2;

• Îl tăiem pe 2 s, i scriem 5;

• Îl tăiem pe 5 s, i scriem 1;

Deci codificarea este (1, 5, 2, 5, 1) (s, i mai rămâne muchia 1-7, lucru care este evident,

deoarece 1 s, i 7 sunt singurele noduri care nu au fost tăiate).

As,adar fiecărui arbore oarecare cu N + 2 noduri i se poate atas,a un vector cu N

componente numere naturale cuprinse ı̂ntre 1 s, i N + 2. Se poate demonstra că funct, ia

definită ı̂ntre cele două mult, imi (mult, imea arborilor s, i mult, imea vectorilor) este bijectivă.

De aici rezultă două lucruri:
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1. Există (N + 2)N arbori generali cu N + 2 noduri.

2. Codificarea Prüfer admite s, i decodificare (deoarece funct, ia de codificare este bijec-

tivă). Tocmai aceasta este problema de rezolvat. Se dă un vector de N numere

ı̂ntregi, fiecare cuprins ı̂ntre 1 s, i N + 2. Se cere să se tipărească cele N + 1 muchii

ale arborelui decodificat.

Intrarea se face din fis, ierul text INPUT.TXT care cont, ine două linii. Pe prima linie

se dă N (1 ≤ N ≤ 10.000), pe a doua cele N numere separate prin spat, ii.

Ies, irea se va face ı̂n fis, ierul text OUTPUT.TXT. Acesta va cont, ine muchiile arborelui,

câte una pe linie, o muchie fiind indicată prin vârfurile adiacente separate printr-un

spat, iu.

Exemplu:

INPUT.TXT OUTPUT.TXT

5 5 2

1 5 2 5 1 1 3

4 5

7 1

6 2

1 5

Timp de implementare: 45 minute.

Timp de rulare: 2-3 secunde.

Complexitate cerută: O(N).

REZOLVARE: Să pornim de la exemplul particular prezentat mai sus, urmând ca

apoi să generalizăm algoritmul.

Primim la intrare N = 5 (deducem că arborele are 7 noduri) s, i codificarea (1, 5, 2,

5, 1). Primul element din vector este 1. S, tim deci că, la primul pas, a fost eliminată o

frunză al cărei părinte este nodul 1. Întrebarea este: ce număr purta respectiva frunză?

În nici un caz 1, deoarece numărul 1 ı̂l avea tatăl ei. Nici 2, nici 5 nu ar putea fi, deoarece

aceste numere apar mai târziu ı̂n codificare, deci
”
mai este nevoie” de ele s, i nu pot fi

ı̂ncă eliminate. Rămân 3, 4, 6 s, i 7. Dintre acestea noi s,tim că a fost tăiată cea mai mică

frunză. Este ı̂nsă us,or de văzut că toate nodurile enumerate sunt frunze ı̂n arborele

init, ial (deoarece nu mai apar ı̂n vector, adică nici un alt nod nu mai este legat de ele),

deci ı̂l vom alege pe cel mai mic cu putint, ă, adică pe 3. Rezultă că prima muchie tăiată

a fost (1,3).
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Pe pozit, ia a doua ı̂n codificare apare numărul 5. Ce număr ar putea avea frunza

tăiată? 1 s, i 2 mai apar ulterior ı̂n codificare deci nu pot fi eliminate ı̂ncă, 5 este chiar

tatăl frunzei necunoscute, iar 3 a fost deja eliminat. Dintre 4, 6 s, i 7, frunza cu numărul

cel mai mic este 4, deci următoarea muchie tăiată este (4,5).

În continuare apare un 2. Cel mai mic nod care nu mai apare ı̂n vector s, i nici nu a

fost deja eliminat este 6, deci muchia este (6,2). Se observă că mai departe nu mai apare

nici un 2 ı̂n codificare, de unde deducem că după tăierea nodului 6, nodul 2 a devenit

frunză s, i va putea fi la rândul său eliminat. Cu un rat, ionament analog, următoarele

muchii eliminate sunt (2,5) s, i (5,1), iar singurele noduri rămase sunt 1 s, i 7. Arborele a

fost reconstituit corect.

Deci procedeul general este: pentru fiecare număr dintre cele N din vector, nodul

care apart, inea de el poartă cel mai mic număr care nu intervine ulterior ı̂n codificare s, i

nu a fost tăiat deja. Astfel se generează N muchii. A N + 1-a muchie are drept capete

ultimele noduri rămase netăiate.

Acesta este algoritmul. Trebuie să ne ocupăm acum de partea de implementare.

Pentru a testa la orice moment dacă un nod mai apare sau nu ı̂n vector, este bine să se

creeze la citirea datelor un vector care să ret, ină numărul de aparit, ii ı̂n codificare al fiecărui

nod. Pentru exemplul dat, vectorul de aparit, ii va fi Apar = (2, 1, 0, 0, 2, 0, 0), semnificând

că 1 s, i 5 apar de câte două ori, 2 apare o singură dată, iar 3, 4, 6 s, i 7 nu apar deloc. La

fiecare pas, când se
”
restaurează” o muchie, se decrementează pozit, ia corespunzătoare

tatălui ı̂n vectorul de aparit, ii. Un număr nu mai apare ulterior ı̂n codificare dacă pe

pozit, ia sa din vectorul de aparit, ii se află un 0.

Astfel, o primă versiune de program ar putea fi:

Intrare: N , V [1..N ]

1: construies,te vectorul Apar[1..N + 2]

2: pentru i = 1 la N execută

3: caută primul j pentru care Apar[j] = 0 s, i j nu a fost tăiat

4: tipăres,te muchia (j, V [i])

5: Apar[V [i]]← Apar[V [i]]− 1

6: marchează nodul j ca fiind tăiat

7: sfârs, it pentru

După cum se observă, căutarea celui mai mic nod j se face ı̂n timp liniar, ceea ce

ı̂nseamnă că algoritmul complet va necesita un timp pătratic. Pentru a-l reduce la o

complexitate liniară, ı̂ncepem prin a observa că la fiecare pas alegem frunza cu numărul
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cel mai mic. Aceasta ı̂nseamnă că, ı̂n general, numărul frunzei alese spre a fi tăiată va

cres,te la fiecare pas. Astfel, prima oară am tăiat nodul 4, apoi nodul 7. Singurul caz

când va fi tăiată o frunză mai mică decât cea dinaintea ei este atunci când unui nod cu

număr mic i se taie toate frunzele s, i devine el ı̂nsus, i o frunză, putănd fi tăiat. În exemplul

nostru, nodul 2 nu putea fi eliminat de la ı̂nceput, des, i avea un număr mic, deoarece mai

avea atas,ată frunza 6. După eliminarea muchiei (6,2), nodul 2 a devenit frunză s, i a fost

eliminat imediat.

Putem deci păstra ı̂ntr-o variabilă (care ı̂n program se numes,te Next) următoarea

frunză care care trebuie eliminată. Dacă prin decrementarea numărului de aparit, ii la

pasul curent nu s-a creat nici un zero ı̂n vectorul Apar, sau s-a creat un zero, dar pe o

pozit, ie K > Next, atunci totul este bine s, i la pasul următor se va elimina nodul Next.

Dacă s-a creat un zero pe o pozit, ie K mai mică decât Next, rezultă că ı̂n arbore există

acum două frunze, K s, i Next, K fiind mai mică, deci prioritară. Atunci la pasul următor

se va elimina frunza de pe pozit, ia K, urmând ca peste doi pas, i să se revină la frunza

Next. Dacă prin eliminarea acestei frunze K s-a creat un alt zero ı̂n vectorul de aparit, ii,

tot pe o pozit, ie K ′ mai mică decât Next, se va trece mai ı̂ntâi la acea pozit, ie, urmând ca

după aceea să se revină la pozit, ia Next etc.

La prima vedere, pare necesară ment, inerea unei stive ı̂n care să depunem numerele

Next,K,K ′... s, i să le scoatem din stivă pe măsură ce nodurile respective sunt eliminate.

Acest lucru ar presupune ı̂n continuare un algoritm pătratic. Totus, i nu este as,a deoarece,

odată ce am tăiat un nod s, i l-am marcat ca atare, putem fi siguri că nu ne vom mai

intâlni cu el până la sfârs, itul decodificării, deci nu mai este necesară stocarea lui. Există

o pseudo-stivă care are ı̂nălt, imea 2: frunza asupra căreia se operează curent s, i nodul care

urmează, Next.

În acest fel, numărul total de incrementări al variabilei Next nu depăs,es,te N (iar

ea nu este niciodată decrementată), deci programul este rezolvat ı̂n timp liniar. Facem

observat, ia că algoritmul O(N) este optim; nu poate exista unul mai bun deoarece există

O(N) muchii care trebuie tipărite.

 #include <stdio.h>

 #define NMax 10002

 typedef int Vector[NMax];



 Vector V,Apar;

 int N;



 void ReadData(void)
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 { int i;

 FILE *InF=fopen("input.txt","rt");



 fscanf(InF,"%d",&N);

 for (i=1;i<=N+2;Apar[i++]=0);

 for (i=1;i<=N;i++)

 { fscanf(InF,"%d",&V[i]);

 Apar[V[i]]++;

 }

 fclose(InF);

 }



 void Decode(void)

 { int Current=0,Next,i;

 FILE *OutF=fopen("output.txt","wt");



 do; while (Apar[++Current]); /* Se cauta prima frunza */

 Next=Current;

 for (i=1;i<=N;i++)

 { fprintf(OutF,"%d %d\n",Current,V[i]);

 if (Current==Next) do; while (Apar[++Next]);

 /* Daca am ajuns la ultimul 0, mai caut unul */

 Apar[V[i]]--;

 Current=(V[i]<Next) && (Apar[V[i]]==0) ? V[i] : Next;

 /* Daca exista o frunza mai mica decat Next, */

 /* ea este prioritara, altfel revin la Next */

 }

 fprintf(OutF,"%d %d\n",Current,Next);

 fclose(OutF);

 }



 void main(void)

 {

 ReadData();

 Decode();

 }

6.9 Problema 9

Iată o problemă care necesită pentru reducerea complexităt, ii un artificiu asemănător celui

din problema codului Prüfer. Ea a fost propusă ı̂n 1995 la concursul de select, ie a echipelor

României pentru IOI s, i CEOI. Des, i cerint,a este put, in modificată pentru a nu ne izbi de
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dificultăt, i secundare, ideea generală de abordare este aceeas, i.

ENUNT, : Pres,edintele companiei X dores,te să organizeze o petrecere cu angajat, ii.

Această companie are o structură ierarhică ı̂n formă de arbore. Fiecare angajat are

asociat un număr ı̂ntreg reprezentând măsura sociabilităt, ii sale. Pentru ca petrecerea să

fie agreabilă pentru tot, i participant, ii, pres,edintele dores,te să facă invitat, iile astfel ı̂ncât:

• el ı̂nsus, i să participe la petrecere;

• pentru nici un participant la petrecere să nu fie invitat s, i s,eful lui direct;

• suma măsurilor sociabilităt, ilor invitat, ilor să fie maximă.

Se cere să se spună care este suma maximă a sociabilităt, ilor care se poate obt, ine.

Intrarea se face din fis, ierul INPUT.TXT care cont, ine trei linii de forma:

N

T(1) T(2) ... T(N)

S(1) S(2) ... S(N)

unde N este numărul de angajat, i ai companiei, inclusiv pres,edintele (N ≤ 1.000),

T (k) este numărul de ordine al s,efului direct al lui k (dacă T (k) = 0, atunci k este

pres,edintele), iar S(k) este măsura sociabilităt, ii lui k. Valorile vectorului S sunt de tipul

ı̂ntreg.

Ies, irea: Pe ecran se va tipări suma maximă a sociabilităt, ilor ce se poate obt, ine.

Exemplu: Pentru intrarea:

7

2 5 2 5 0 4 2

2 5 3 13 8 4 3

pe ecran se va afis,a numărul 20 (fiindcă la petrecere participă 1, 3, 5, 6 s, i 7).

Timp de implementare: 1h - 1h 15min.

Timp de rulare: 2-3 secunde.

Complexitate cerută: O(N). De asemenea, ment, ionăm că s-a specificat N ≤ 1.000

numai pentru ca programul sursă de mai jos să nu se complice s, i să distragă atent, ia

asupra unor lucruri neimportante. În mod normal, limita trebuia să fie N ≤ 10.000.
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REZOLVARE: Vom expune mai ı̂ntâi principiul de rezolvare al problemei, apoi vom

aborda detaliile de implementare.

Algoritmul are la bază programarea dinamică s, i necesită o parcurgere de jos ı̂n sus a

arborelui, decizia pentru fiecare nod depinzând de valorile tuturor fiilor lui. Ne propunem

să aflăm două caracteristici pentru fiecare nod k:

• P (k) - suma maximă a sociabilităt, ilor care se poate obt, ine ı̂n subarborele de

rădăcină k ı̂n cazul ı̂n care k participă la petrecere;

• Q(k) - suma maximă a sociabilităt, ilor care se poate obt, ine ı̂n subarborele de

rădăcină k ı̂n cazul ı̂n care k nu participă la petrecere;

Dacă reus, im să determinăm aceste caracteristici, nu ne rămâne decât să-l tipărim

pe P (R) (R fiind rădăcina arborelui). Într-adevăr, problema cere să se determine suma

maximă a sociabilităt, ilor din ı̂ntregul arbore, adică din subarborele de rădăcină R. În

plus, se mai cere ca R să participe la petrecere. Rămâne de aflat cum se stabiles,te relat, ia

ı̂ntre caracteristicile unui nod s, i cele ale fiilor săi.

• Dacă angajatul k participă la petrecere, atunci automat nici unul din subordonat, ii

săi direct, i nu participă, s, i obt, inem relat, ia:

P (k) = S(k) +
∑
j

Q(j), j fiu al lui k (6.26)

• Dacă angajatul k nu participă la petrecere, atunci subordonat, ii săi direct, i pot să

participe sau nu la petrecere, după cum este mai avantajos, s, i obt, inem relat, ia:

Q(k) =
∑
j

max(P (j), Q(j)), j fiu al lui k (6.27)

Problema care se pune acum este cum să facem parcurgerea arborelui ı̂ntr-un mod

cât mai avantajos. Pseudocodul (recursiv) sub forma sa cea mai generală este:

Solut, ia ”
de bun simt,” este de a construi arborele alocat dinamic. Ar apărea ı̂nsă

o sumedenie de dificultăt, i. În primul rând, arborele este general, deci nu se cunoas,te

numărul maxim de fii pe care ı̂i poate avea un nod (pe cazul cel mai defavorabil, rădăcina

poate avea N − 1 fii). Aceasta ı̂nseamnă că legătura trebuie să fie de tip tata (fiecare

nod pointează la tatăl său), ceea ce complică procedura de parcurgere: nu se poate apela
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Procedura 2 Calcul(k, P , Q)

1: P ← S(k)

2: Q← 0

3: pentru tot, i j fiu al lui k execută

4: Calcul(j, P1, Q1)

5: P ← P + Q1

6: Q← Q + max(P1, Q1)

7: sfârs, it pentru

8: returnează P , Q

procedura recursiv, dintr-un nod pentru tot, i fiii săi, deoarece nu se cunosc fiii, ci numai

tatăl! O altă modalitate de alocare a arborelui ar fi cu doi pointeri pentru fiecare nod:

unul către primul său fiu s, i unul către fratele său din dreapta (exemplul din enunt, are

reprezentate grafic mai jos cele două metode de construct, ie).

5

2

1 3 7

4

6

5

2

1

4

3 7 6

Legătură de tip tată Legătură de tip fiu + frate

Probabil că vet, i fi de acord cu mine că e riscant să te aventurezi la o asemenea imple-

mentare ı̂n timp de concurs, deoarece lucrul cu pointeri presupune o atent, ie deosebită.

Gres,elile sunt mai greu de observat s, i de multe ori duc la blocarea calculatorului, care

trebuie resetat mereu, pierzându-se astfel o mult, ime de timp. Trebuie deci căutată o me-

todă de parcurgere a arborelui care să nu necesite o alocare dinamică a memoriei. Putem

ı̂ncerca astfel: init, ial P (i) = S(i) s, i Q(i) = 0 pentru orice nod. Urmează acum să tratăm

pe rând fiecare nod. Cum? S, tim că pentru fiecare nod k, numerele P (k) s, i Q(k) intervin

ı̂n expresia lui P (T (k)) s, i Q(T (k)). Uitându-ne la formulele de mai sus, observăm că tot

ce avem de făcut este să incrementăm P (T (k)) cu Q(k) s, i Q(T (k)) cu max(P (k), Q(k)).

Există o singură problemă: Pentru a putea folosi numerele P (k) s, i Q(k) trebuie să ne

asigurăm că ele au fost deja calculate corect, ı̂n funct, ie de caracteristicile tuturor fiilor

lui k. În cazul frunzelor, problema este rezolvată, deoarece ele nu au fii. Pentru nodurile

interne, este necesar să s,tim cât, i fii au ele s, i cât, i din aces,tia au fost tratat, i. În momentul
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ı̂n care tot, i fiii unui nod au fost tratat, i, poate fi tratat s, i nodul ı̂n sine. În program,

vectorul F ret, ine numărul de fiii netratat, i ai fiecărui nod. La tratarea unui nod k se

face decrementarea lui F (T (k)). Un nod k poate fi ales spre tratare dacă F (k) = 0.

Se observă că formatul datelor de intrare permite cu us,urint, ă construct, ia vectorului F

(numărul de fii al lui k este egal cu numărul de aparit, ii al lui k ı̂n vectorul T ).

Un algoritm mai us,or de implementat ar fi:

1: numără fiii fiecărui nod

2: pentru i = 1 la N − 1 execută

3: caută un nod k cu F (k) = 0

4: P (T (k))← P (T (k)) + Q(k)

5: Q(T (K))← Q(T (K)) + max(P (k), Q(k))

6: F (T (K))← F (T (K))− 1

7: sfârs, it pentru

8: tipăres,te P (R)

Partea delicată a acestui algoritm este căutarea unui nod k cu F (k) = 0. Dacă ea se

face secvent, ial, pornind de fiecare dată de la primul nod s, i cercetând fiecare element, pro-

gramul care rezultă are complexitatea O(N2). Această căutare trebuie deci optimizată,

s, i iată cum: În principiu, putem căuta nodurile cu F (k) = 0 mergând numai ı̂n sensul

crescător al indicilor ı̂n vector. Vom folosi, ca s, i la problema codului lui Prüfer, două

variabile: K s, i Next. K este nodul tratat ı̂n prezent, iar Next este nodul care urmează a

fi tratat la pasul următor, as,adar Next > K. După tratarea nodului K s, i decrementarea

lui F (T (k)), pot surveni trei situat, ii:

1. F (T (k)) > 0 s, i ı̂n vectorul F nu a apărut nici un alt element zero, caz ı̂n care nimic

nu se schimbă, algoritmul continuând cu tratarea nodului Next;

2. F (T (k)) = 0 s, i T (k) > Next, caz ı̂n care de asemenea se poate trata nodul Next

(deoarece selectarea nodurilor cu F (k) = 0 se face ı̂n ordine crescătoare a indicilor);

3. F (T (k)) = 0 s, i T (k) < Next, caz ı̂n care se va trata mai ı̂ntâi nodul T (k), urmând

a se reveni apoi la nodul Next.

Pentru motivele explicate la codul lui Prüfer, acest algoritm nu necesită ment, inerea

unei stive, iar timpul total de căutare este O(N). Facem observat, ia că nu se poate găsi

un algoritm mai bun, deoarece trebuie parcurse toate cele N noduri ale arborelui.

Iată ı̂n ı̂ncheiere cum arată arborele cu valorile P s, i Q atas,ate fiecărui nod:
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5

S=8

P=20

Q=21

2

S=5

P=5

Q=8

1

S=2

P=2

Q=0

3

S=3

P=3

Q=0

7

S=3

P=3

Q=0

4

S=13

P=13

Q=4

6

S=4

P=4

Q=0

 #include <stdio.h>

 #define NMax 1000

 typedef long Vector[NMax+1];



 Vector T,S,P,Q,F; /* T = Vectorul de tati,

 S = sociabilitatile,

 P,Q = caracteristicile,

 F = numarul de fii */

 int N,Root;



 void InitData(void)

 { int i;

 FILE *InF=fopen("input.txt","rt");



 fscanf(InF,"%d",&N);

 for (i=1;i<=N+1;F[i++]=0);

 for (i=1;i<=N;i++)

 { fscanf(InF,"%d",&T[i]);

 if (T[i]) F[T[i]]++; else Root=i;

 }

 for (i=1;i<=N;i++) fscanf(InF,"%d",&S[i]);

 fclose(InF);



 for (i=1;i<=N;P[i++]=S[i]);

 for (i=1;i<=N;Q[i++]=0);

 }



 void FindNext(int *K,int *Next)
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 { F[T[*K]]--;

 F[*K]=-1;

 if ((F[T[*K]]>0) || (T[*K]>*Next))

 { *K=*Next;

 while (F[*Next]) (*Next)++;

 }

 else *K=T[*K];

 }



 void TraverseTree(void)

 { int K=0,Next,i;



 do; while (F[++K]);

 Next=K; do; while (F[++Next]);

 for (i=1;i<N;i++)

 { P[T[K]]+=Q[K];

 Q[T[K]]+=(P[K]>Q[K]) ? P[K] : Q[K];

 FindNext(&K,&Next);

 }

 }



 void main(void)

 {

 InitData();

 TraverseTree();

 printf("%ld\n",P[Root]);

 }

6.10 Problema 10

Această problemă a fost dată la unul din barajele pentru select, ionarea lotului restrâns al

României pentru Olimpiada Internat, ională din 1996.

ENUNT, : Fie un număr prim P . Pe mult, imea {0, 1, . . . , P − 1} se definesc operat, iile

binare +, −, ×, / modulo P , ı̂n felul următor:

1. a + b mod P este restul ı̂mpărt, irii lui a + b la P . Analog pentru
”
×”.

2. Expresia a − b este definită ca fiind solut, ia ecuat, iei b + x ≡ a (mod P ). Analog

pentru
”
/”.

Se s,tie că ecuat, ia b + x = a are ı̂ntotdeauna solut, ie unică, iar b × x = a are solut, ie
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unică pentru orice b 6= 0. Pentru b = 0, operat, ia a/b nu e definită. De exemplu, dacă

P = 11, atunci 6+7 = 2, 6−7 = 10, 6×7 = 9, 6/7 = 4. Se s,tie că adunarea s, i ı̂nmult, irea

modulo P sunt comutative, asociative, posedă elemente neutre (pe 0, respectiv pe 1),

iar adunarea este distributivă fat, ă de ı̂nmult, ire. În plus, pentru orice a există b astfel

ı̂ncât a + b = 0; notând b cu (−a) avem c − a = c + (−a) = c + b pentru orice c. De

asemenea, pentru orice a 6= 0 există b astfel ı̂ncât a × b = 1; notând b cu (1/a) avem că

c/a = c× (1/a) = c× b.

Dându-se un număr prim P , un ı̂ntreg D ı̂ntre 0 s, i P − 1 s, i un s, ir de N numere,

cuprinse fiecare ı̂ntre 0 s, i P − 1, se cere să se introducă ı̂ntre elementele s, irului operatorii

+, −, ×, / s, i parantezele corespunzătoare, astfel ı̂ncât să se obt, ină o expresie corectă a

cărei valoare să fie D (lucrând ı̂n aritmetica modulo P ). În caz că acest lucru nu este

posibil, se va afis,a un mesaj corespunzător.

Intrarea: Fis, ierul INPUT.TXT cont, ine două linii:

• pe prima linie se găsesc trei numere ı̂ntregi: P , N s, i D, separate prin spat, ii (2 ≤
P ≤ 23, P prim, 1 ≤ N ≤ 30, 0 ≤ D ≤ P − 1);

• pe următoarea linie se găses,te s, irul de numere ce formează expresia (N numere

ı̂ntregi cuprinse ı̂ntre 0 s, i P − 1).

Ies, irea: Fis, ierul text OUTPUT.TXT va cont, ine o singură linie pe care se va găsi

expresia generată sau mesajul
”
Nu există solut, ie.”. Expresia va fi parantezată complet

(fiecare operator va avea o pereche de paranteze atas,ate).

Exemple:

INPUT.TXT OUTPUT.TXT

11 3 6 (4+(7/9))

4 7 9

11 3 7 Nu exista solutie.

1 1 1

Timp de execut, ie pentru un test: 1 minut.

Modificările s, i completările propuse de autor sunt:

• Timp de execut, ie: 10 secunde

• Timp de implementare: 1h 30 minute, maxim 1h 45 minute.
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• Complexitate cerută: O(N3 × P 2).

REZOLVARE: Problema ı̂n sine nu este foarte complicată. Ea face apel la progra-

marea dinamică, dar este foarte asemănătoare cu una din problemele bine cunoscute de

elevi - ı̂nmult, irea optimă a unui s, ir de matrice. Ceea ce o face mai
”
provocatoare” este

timpul alocat implementării. De fapt, la respectiva probă au fost propuse trei probleme,

cam de acelas, i nivel de dificultate, iar timpul total permis a fost de 4 ore. De asemenea,

structurile de date impuse s, i modul de utilizare a lor sunt mai rar ı̂ntâlnite.

Ideea de la care se pornes,te ı̂n rezolvarea acestei probleme este următoarea: Parante-

zarea s, i completarea cu operatori a unui s, ir de N numere, V = (V (1), V (2), . . . , V (N)),

astfel ı̂ncât să se obt, ină rezultatul D este posibilă dacă s, i numai dacă există două valori

D1 s, i D2, un număr ı̂ntreg K cuprins ı̂ntre 1 s, i N − 1 s, i un operator ⊕ ∈ {+,−,×, /}
astfel ı̂ncât următoarele condit, ii să fie ı̂ndeplinite simultan:

1. Este posibilă parantezarea s, i completarea cu operatori a s, irului V ′ = (V (1), V (2),

. . . , V (K)) astfel ı̂ncât să se obt, ină rezultatul D1;

2. Este posibilă parantezarea s, i completarea cu operatori a s, irului V ′′ = (V (K +

1), V (K + 2), . . . , V (N)) astfel ı̂ncât să se obt, ină rezultatul D2;

3. D1 ⊕D2 = D

Cu alte cuvinte, trebuie să găsim un loc ı̂n care să
”
spargem” expresia noastră ı̂n as,a

fel ı̂ncât, luând două valori care se pot obt, ine pentru partea din stânga, respectiv din

dreapta, s, i inserând ı̂ntre ele operatorul potrivit, să obt, inem valoarea D.

Pentru aflarea operatorului, a locului de ı̂mpărt, ire a expresiei ı̂n două s, i a celor două

valori necesare, ar fi de ajuns patru instruct, iuni repetitive for. Totus, i, rămâne o sin-

gură ı̂ntrebare: cum se poate verifica dacă se poate sau nu obt, ine valoarea D1 pentru

subexpresia din stânga, respectiv valoarea D2 pentru subexpresia din dreapta? Aceasta

este o subproblemă similară cu problema ı̂n sine, dar redusă la dimensiuni mai mici. O

abordare directă ar fi comodă: se scrie o procedură care efectuează cele patru instruct, iuni

for s, i, pentru fiecare combinat, ie posibilă de operatori s, i operanzi, se reapelează recursiv

ca să afle dacă valorile operanzilor se pot obt, ine. Totus, i, este intuitiv că această variantă

va avea o complexitate urias, ă, care o face inutilizabilă.

Motivul principal al nerentabilităt, ii acestei implementări este că ea reface de ne-

numărate ori exact aceleas, i calcule. Spre exemplu, dacă N = 4, programul va ı̂ncerca să

spargă vectorul (V (1), V (2), V (3), V (4)) ı̂n două părt, i. Există trei moduri posibile:



6.10. Problema 10 167

(a) (V (1)) s, i (V (2), V (3), V (4));

(b) (V (1), V (2)) s, i (V (3), V (4));

(c) (V (1), V (2), V (3)) s, i (V (4));

Pentru a studia cazul (c), expresia stângă va trebui la rândul ei ruptă ı̂n două bucăt, i,

lucru care poate fi făcut ı̂n două moduri:

(d) (V (1)) s, i (V (2), V (3));

(e) (V (1), V (2)) s, i (V (3));

Se observă că deja secvent,a (V (1), V (2)) a fost studiată de două ori (̂ın cazurile (b) s, i

(e)), iar secvent,a (V (1)) tot de două ori (̂ın cazurile (a) s, i (d)). Exemplele pot continua.

Dacă ı̂nsă am reus, i să nu mai evaluăm de două ori aceeas, i secvent, ă, complexitatea pro-

gramului s-ar reduce foarte mult. Pentru aceasta, trebuie să pornim cu secvent,e foarte

scurte (̂ıntâi cele de un singur număr, apoi cele de două numere), s, i să trecem la secvent,e

mai lungi, bazându-ne pe faptul că secvent,ele mai lungi se descompun ı̂n secvent,e mai

scurte care au fost deja analizate. Facem ment, iunea că o secvent, ă cu un singur număr

poate fi parantezată ı̂ntr-un singur fel (practic nu este nevoie de paranteze s, i operatori)

s, i poate produce un singur rezultat, egal cu valoarea numărului. O secvent, ă de două

numere poate produce maximum patru rezultate distincte, prin folosirea pe rând a celor

patru operatori disponibili.

Pentru a stoca rezultatele obt, inute, vom folosi o matrice tridimensională A de dimen-

siuni N×N×P . A[i, j, r] indică dacă există vreo parantezare corespunzătoare a secvent,ei

(V (i), V (i+1), . . . , V (j)) astfel ı̂ncât să se obt, ină rezultatul r. Dacă o asemenea parante-

zare există, A[i, j, r] va indica punctul ı̂n care trebuie spartă ı̂n două expresia (printr-un

număr ı̂ntre i s, i j− 1). Dacă nu există o asemenea parantezare, A[i, j, r] va lua o valoare

specială (0 de exemplu).

De aici decurge modul de init, ializare al matricei:

A[i, i, V (i)] = i, ∀1 ≤ i ≤ N

A[i, j, r] = 0, pentru orice alte valori ale lui i, j s, i r
(6.28)

Matricea se va completa pe diagonală, ı̂ncepând de la diagonala principală s, i ter-

minând ı̂n colt,ul de NE. Pentru a afla toate valorile care se pot obt, ine prin parantezarea
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secvent,ei (V (i), V (i + 1), . . . , V (j)), se va ı̂mpărt, i această expresie ı̂n două părt, i dis-

juncte, ı̂n toate modurile posibile: (V (i)) s, i (V (i + 1), . . . , V (j)), apoi (V (i), V (i + 1)) s, i

(V (i + 2), . . . , V (j)) s, i as,a mai departe până la (V (i), V (i + 1), . . . , V (j − 1)) s, i (V (j)).

Fiecăreia din părt, ile obt, inute ı̂i va corespunde ı̂n matrice un element de forma A[i, k] sau

A[k + 1, j], cu i ≤ k < j. În orice caz, toate elementele de această formă se vor afla ı̂n

matrice dedesubtul diagonalei din care face parte elementul A[i, j], deci pentru secvent,ele

respective se cunosc deja toate valorile pe care le pot lua prin parantezare s, i introduce-

rea operatorilor. Tot ce avem de făcut este să combinăm ı̂n toate modurile aceste valori

prin inserarea fiecăruia din cei patru operatori pentru a obt, ine toate valorile posibile ale

expresiei (V (i), V (i + 1), . . . , V (j)).

Dacă ı̂n final A[1, N,D] 6= 0, atunci problema are solut, ie. Vom vedea imediat s, i cum

se reconstituie ea. Iată modul de compunere a matricei pentru exemplul din enunt, (cu

deosebirea că, ı̂n figurile de mai jos, A[i, j] nu mai este un vector cu P elemente, ci o

mult, ime de valori ı̂ntre 0 s, i P − 1, această reprezentare fiind mai comodă):

A[1, 1] = {4} A[2, 2] = {7} A[3, 3] = {9} (6.29)

A =


{4} ? ?

? {7} ?

? ? {9}

 (6.30)

Între numerele 4 s, i 7 plasăm cei patru operatori s, i obt, inem:

4 + 7 ≡ 0 (mod 11)

4− 7 ≡ 4 + 4 ≡ 8 (mod 11)

4× 7 ≡ 6 (mod 11)

4 / 7 ≡ 4× 8 ≡ 10 (mod 11)

A[1, 2] = {0, 6, 8, 10}

Analog se procedează pentru numerele 7 s, i 9:
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7 + 9 ≡ 5 (mod 11)

7− 9 ≡ 7 + 2 ≡ 9 (mod 11)

7× 9 ≡ 8 (mod 11)

7 / 9 ≡ 7× 5 ≡ 2 (mod 11)

A[2, 3] = {2, 5, 8, 9}

A =


{4} {0, 6, 8, 10} ?

? {7} {2, 5, 8, 9}
? ? {9}

 (6.31)

Pentru a calcula A[1, 3], putem grupa termenii ı̂n două moduri: Fie primul separat

s, i ultimii doi separat, fie primii doi separat s, i ultimul separat. În primul caz, ultimii

doi termeni - după cum s-a văzut - pot produce patru rezultate distincte (2, 5, 8 s, i 9).

Combinând oricare din aceste rezultate cu primul termen (4) s, i adăugând orice operator,

vor rezulta 16 valori posibile, din care evident unele vor coincide. Analog se procedează

s, i pentru celălalt caz:
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Cazul I Cazul II

4 + 2 ≡ 6 (mod 11)

4− 2 ≡ 2 (mod 11)

4× 2 ≡ 8 (mod 11)

4 / 2 ≡ 2 (mod 11)

0 + 9 ≡ 9 (mod 11)

0− 9 ≡ 2 (mod 11)

0× 9 ≡ 0 (mod 11)

0 / 9 ≡ 0 (mod 11)

4 + 5 ≡ 9 (mod 11)

4− 5 ≡ 10 (mod 11)

4× 5 ≡ 9 (mod 11)

4 / 5 ≡ 3 (mod 11)

6 + 9 ≡ 4 (mod 11)

6− 9 ≡ 8 (mod 11)

6× 9 ≡ 10 (mod 11)

6 / 9 ≡ 8 (mod 11)

4 + 8 ≡ 1 (mod 11)

4− 8 ≡ 7 (mod 11)

4× 8 ≡ 10 (mod 11)

4 / 8 ≡ 6 (mod 11)

8 + 9 ≡ 6 (mod 11)

8− 9 ≡ 10 (mod 11)

8× 9 ≡ 6 (mod 11)

8 / 9 ≡ 7 (mod 11)

4 + 9 ≡ 2 (mod 11)

4− 9 ≡ 6 (mod 11)

4× 9 ≡ 3 (mod 11)

4 / 9 ≡ 9 (mod 11)

10 + 9 ≡ 8 (mod 11)

10− 9 ≡ 1 (mod 11)

10× 9 ≡ 2 (mod 11)

10 / 9 ≡ 6 (mod 11)

A[1, 3] = {0, 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 10}

A =


{4} {0, 6, 8, 10} {0 . . . 4, 6 . . . 10}
? {7} {2, 5, 8, 9}
? ? {9}

 (6.32)

Se observă că singura valoare care nu se poate obt, ine prin parantezarea s, irului (4, 7, 9)

este 5. Să vedem acum s, i care este metoda de reconstituire a solut, iei. Fie A[1, N,D] = X.

Dacă X = 0, atunci nu există solut, ie. Dacă X 6= 0, atunci X indică pozit, ia din vector

după care trebuie inserat semnul. Nu se indică ı̂nsă ce semn trebuie inserat, nici care

sunt valorile care trebuie obt, inute pentru partea stângă, respectiv dreaptă. De aceea,

vom căuta o combinat, ie oarecare de valori D1 s, i D2 care se pot obt, ine s, i un operator

oarecare astfel ı̂ncât D1 ⊕D2 = D. Odată ce le găsim, vom căuta, prin aceeas, i metodă,

o modalitate de a obt, ine valoarea D1 ı̂n partea stângă a vectorului (s,tim sigur că această

modalitate există) s, i o modalitate de a obt, ine valoarea D2 ı̂n partea dreaptă a vectorului.
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Iată ı̂n continuare câteva detalii de implementare. Pentru efectuarea operat, iilor ma-

tematice modulo P s-a scris o funct, ie separată, Expr, care primes,te două numere X s, i

Y ı̂ntre 0 s, i P − 1 s, i un număr Op ı̂ntre 1 s, i 4 reprezentând codificarea operatorului

s, i ı̂ntoarce un număr ı̂ntre 0 s, i P , reprezentând valoarea operat, iei (X OpY ). De fapt,

ar trebui ca această funct, ie să ı̂ntoarcă un număr ı̂ntre 0 s, i P − 1 dacă operat, ia este

posibilă s, i să nu ı̂ntoarcă nimic dacă operat, ia este imposibilă, respectiv dacă se ı̂ncearcă

o ı̂mpărt, ire la 0. Cum acest lucru nu este posibil ı̂n Pascal, am asimilat valoarea P cu

un cod de eroare, iar funct, ia va ı̂ntoarce această valoare (care nu poate fi atinsă prin

operat, ii obis,nuite) ı̂n cazul unei ı̂mpărt, iri prin 0. Mai departe, pentru a nu face un test

separat dacă rezultatul funct, iei reprezintă o adresă valabilă ı̂n cea de-a treia dimensiune

a tabloului, am preferat să supradimensionăm tabloul cu o unitate s, i să ignorăm tot ceea

ce se scrie ı̂n coloana P .

Să ne ocupăm acum de operat, iile aritmetice. Adunarea, scăderea s, i ı̂nmult, irea se fac

ı̂n timp constant. O problemă apare ı̂n cazul ı̂mpărt, irii, deoarece ea nu mai seamănă

deloc cu cea ı̂nvăt,ată pe mult, imea R. Pentru a calcula X/Y , trebuie găsit acel număr

Z care, ı̂nmult, it cu Y , să dea X. Acest lucru se poate face ı̂ntr-o primă fază prin

căutare secvent, ială (se ı̂ncearcă valoarea 0, apoi 1, apoi 2 s, i as,a mai departe; trebuie

să existe un cât deoarece P este prim). Tehnica are ı̂nsă influent,e neplăcute asupra

complexităt, ii, supărătoare asupra timpului de rulare s, i dezastruoase asupra punctajului

obt, inut. De aceea, este bine ca, ı̂n măsura ı̂n care timpul o permite, să se construiască

o tabelă predefinită de calculare a invers, ilor. Atunci, ı̂n loc să se efectueze ı̂mpărt, irea

X/Y , se efectuează ı̂nmult, irea X × Y −1. Inversul unui element depinde s, i de modulul

ales. Programul care urmează construies,te un tabel care a fost importat ı̂n programul

sursă ca o constantă, matricea Invers (Invers[A,B] este inversul lui B modulo A).

Liniile corespunzătoare unor numere neprime au fost totus, i inserate, pentru us,urint,a

implementării.

 program Invert;

 const NMax=30;

 PMax=23;

 var i,P:Integer;



 function Invers(P,K:Integer):Integer;

 var i:Integer;

 begin

 i:=0;

 repeat Inc(i) until (K*i) mod P=1;

 Invers:=i;
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 end;



 begin

 Assign(Output,'invers.txt');Rewrite(Output);

 for P:=2 to PMax do

 begin

 Write('{',P:2,'} (');

 for i:=1 to NMax do

 begin

 if (P in [2,3,5,7,11,13,17,19,23]) and (i<P)

 then Write(Invers(P,i):2)

 else Write(99);

 if i<>NMax then Write(',');

 if i=NMax div 2 then Write(#13#10' ');

 end;

 WriteLn('),');

 end;

 Close(Output);

 end.

Să analizăm ı̂n sfârs, it complexitatea: Trebuie completată o matrice, deci O(N2) ele-

mente. Pentru fiecare element din matrice, secvent,a corespunzătoare din vector trebuie

spartă ı̂n două ı̂n toate modurile posibile, deci ı̂ncă O(N). Pentru fiecare descompu-

nere, trebuie combinate ı̂n toate felurile toate valorile disponibile pentru partea stângă,

respectiv dreaptă. Cum numărul de valori este O(P ), rezultă o complexitate de O(P 2).

Înmult, ind tot, i aces,ti factori rezultă o complexitate totală de O(N3 × P 2). Dacă nu am

fi făcut ı̂mpărt, irea a două numere modulo P ı̂n timp constant, ci ı̂n O(P ), atunci com-

plexitatea totală ar fi fost O(N3 × P 3), deci timpul de rulare putea fi s, i de 20 de ori mai

mare.

Programul de mai jos pare ı̂ngrozitor de lung, dar, dacă avem ı̂n vedere faptul că o

bună bucată o reprezintă constanta Invers, care este generată, putem avea sperant,e

să-l scriem ı̂n timpul alocat.

 program ParaNT;

 {$B-,I-,R-,S-}

 const NMax=30;

 PMax=23;

 NoWay=0;

 OpNames:String[4]='+-*/';

 Invers:array[2..PMax,1..NMax] of Integer=



6.10. Problema 10 173

 { 2}(( 1,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,

 99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),

 { 3} ( 1, 2,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,

 99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),

 { 4} (99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,

 99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),

 { 5} ( 1, 3, 2, 4,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,

 99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),

 { 6} (99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,

 99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),

 { 7} ( 1, 4, 5, 2, 3, 6,99,99,99,99,99,99,99,99,99,

 99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),

 { 8} (99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,

 99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),

 { 9} (99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,

 99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),

 {10} (99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,

 99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),

 {11} ( 1, 6, 4, 3, 9, 2, 8, 7, 5,10,99,99,99,99,99,

 99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),

 {12} (99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,

 99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),

 {13} ( 1, 7, 9,10, 8,11, 2, 5, 3, 4, 6,12,99,99,99,

 99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),

 {14} (99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,

 99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),

 {15} (99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,

 99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),

 {16} (99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,

 99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),

 {17} ( 1, 9, 6,13, 7, 3, 5,15, 2,12,14,10, 4,11, 8,

 16,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),

 {18} (99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,

 99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),

 {19} ( 1,10,13, 5, 4,16,11,12,17, 2, 7, 8, 3,15,14,

 6, 9,18,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),

 {20} (99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,

 99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),

 {21} (99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,

 99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),

 {22} (99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,

 99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99,99),

 {23} ( 1,12, 8, 6,14, 4,10, 3,18, 7,21, 2,16, 5,20,

 13,19, 9,17,15,11,22,99,99,99,99,99,99,99,99));


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 type Matrix=array[1..NMax, 1..NMax, 0..PMax] of Integer;

 { S-a inclus si valoarea PMax, care nu poate fi

 atinsa, pentru a se depozita "deseurile" }

 Vector=array[1..NMax] of Integer;

 var A:Matrix; { Matricea de calcul }

 V:Vector; { Numerele }

 N,P,D:Integer;



 procedure ReadData;

 var i:Integer;

 begin

 Assign(Input,'input.txt');Reset(Input);

 ReadLn(P,N,D);

 for i:=1 to N do Read(V[i]);

 Close(Input);

 end;



 function Expr(X,Y,Op:Integer):Integer;

 { Calculeaza expresia (X Op Y) unde Op=1 ('+'),

 Op=2 ('-'), Op=3 ('*'), Op=4 ('/'). Daca Op=4

 si Y=0 se returneaza valoarea P (care nu poate

 fi atinsa prin alte operatii corecte). }

 begin

 case Op of

 1:Expr:=(X+Y) mod P;

 2:Expr:=(X+P-Y) mod P;

 3:Expr:=(X*Y) mod P;

 4:if Y=0 then Expr:=P { = imposibil }

 else Expr:=(X*Invers[P,Y]) mod P

 { S-a creat o tabela predefinita de inversi,

 deoarece altfel impartirea se efectua numai

 in O(P) }

 end; {case}

 end;



 procedure Combine(i,j,k:Integer);

 { Urmeaza a se combina toate valorile posibile

 pentru A[i,k] si A[k+1,j] pentru a se afla

 toate valorile posibile pentru A[i,j] }

 var p1,p2,Op:Integer;

 begin

 for p1:=0 to P-1 do

 if A[i,k,p1]<>NoWay

 then for p2:=0 to P-1 do

 if A[k+1,j,p2]<>NoWay
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 then { Am gasit doua valori posibile

 si aplicam cei patru operatori }

 for Op:=1 to 4 do

 A[i,j,Expr(p1,p2,Op)]:=k;

 end;



 procedure ComposeMatrix;

 var i,j,k,l:Integer;

 begin

 { Initializarea matricei }

 for i:=1 to N do

 for j:=1 to N do

 for k:=0 to P-1 do A[i,j,P]:=NoWay;



 for i:=1 to N do

 A[i,i,V[i]]:=1; { sau orice <> NoWay }



 for l:=2 to N do { Lungimea intervalelor }

 for i:=1 to N-l+1 do

 begin

 j:=i+l-1; { S-au fixat [i,j] capetele intervalului }

 for k:=i to j-1 do { Se alege locul de impartire }

 Combine(i,j,k);

 end;

 end;



 procedure SeekValues(Lo,Hi,Mid,Value:Integer;

 var v1,v2:Integer; var Op:Char);

 { Se stie unde e "sparta" expresia in doua; se cauta

 valorile care trebuie obtinute pentru partea stanga,

 respectiv dreapta, si pentru operator }

 var i,j,k:Integer;

 begin

 for i:=0 to P-1 do

 if A[Lo,Mid,i]<>NoWay

 then for j:=0 to P-1 do

 if A[Mid+1,Hi,j]<>NoWay

 then for k:=1 to 4 do

 if Expr(i,j,k)=Value

 then begin

 v1:=i;

 v2:=j;

 Op:=OpNames[k];

 Exit;

 end;



176 Capitolul 6. Probleme de concurs

 end;



 procedure WriteExpression(Lo,Hi,Value:Integer);

 var v1,v2,Place:Integer;

 Op:Char;

 begin

 if Lo=Hi

 then Write(V[Lo])

 else begin

 Place:=A[Lo,Hi,Value];

 SeekValues(Lo,Hi,Place,Value,v1,v2,Op);

 Write('(');

 WriteExpression(Lo,Place,v1);

 Write(Op);

 WriteExpression(Place+1,Hi,v2);

 Write(')');

 end;

 end;



 procedure WriteSolution;

 begin

 Assign(Output,'output.txt');Rewrite(Output);

 if A[1,N,D]=NoWay

 then Write('Nu exista solutie')

 else WriteExpression(1,N,D);

 WriteLn;

 Close(Output);

 end;



 begin

 ReadData;

 ComposeMatrix;

 WriteSolution;

 end.

O posibilă ı̂mbunătăt, ire a programului de sus ar fi să ret, inem ı̂n A[i, j, r] nu numai

locul unde se face sect, ionarea expresiei, ci s, i operatorul introdus s, i eventual s, i valorile

care trebuie obt, inute pe partea stângă, respectiv dreaptă. Totus, i, volumul de date ar fi

crescut corespunzător s, i ar fi devenit greu de manipulat. În schimb, ı̂n versiunea prezentă,

programul merge put, in mai lent, dar nesesizabil. Să vedem de ce. Complexitatea reconsti-

tuirii expresiei ı̂n sine se află astfel: avem de reconstituit O(N) operatori. Pentru fiecare

din ei, trebuie să căutăm valorile stângă s, i dreaptă s, i operatorul ı̂n sine, deci O(4× P 2).

Complexitatea totală a reconstituirii datelor este O(N×P 2), adică oricum mult mai mică
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fat, ă de cea a compunerii matricei. Este preferabil să nu complicăm structurile de date s, i

codul scris, mai ales că diferent,a ca timp de rulare este infimă.

Propunem ca temă cititorului o versiune a acestei probleme, ı̂n care nu se va mai lucra

ı̂n inelul ZP , ci ı̂ntr-un grup cu elementele a, b, c, d, . . . , pentru care se cunoas,te tabela de

compozit, ie. În acest caz avem un singur operator ⊕, iar cerint,a este să se parantezeze

expresia x1 ⊕ x2 ⊕ · · · ⊕ xk astfel ı̂ncât rezultatul să fie y.

6.11 Problema 11

Problema celui mai lung prefix a fost dată la a VIII-a Olimpiadă Internat, ională de Infor-

matică, Veszprem 1996. Iată enunt,ul nemodificat al problemei:

ENUNT, : Structura unor compus, i biologici este reprezentată prin succesiunea con-

stituent, ilor lor. Aces,ti constituent, i sunt notat, i cu litere mari. Biologii sunt interesat, i să

descompună o secvent, ă lungă ı̂n altele mai scurte, numite primitive. Spunem că o secvent, ă

S poate fi compusă dintr-un set de primitive P dacă există N primitive p1, . . . , pN ı̂n P

astfel ı̂ncât concatenarea p1p2 . . . pN a primitivelor să fie egală cu S. Aceeas, i primitivă

poate interveni de mai multe ori ı̂n concatenare s, i nu trebuie neapărat ca toate primitivele

să fie prezente.

Primele M caractere din S se numesc prefixul lui S de lungime M . Scriet, i un program

care primes,te la intrare un set de primitive P s, i o secvent, ă de constituent, i T . Programul

trebuie sa afle lungimea celui mai lung prefix al lui T care se poate compune din primitive

din P .

Datele de intrare apar ı̂n două fis, iere. Fis, ierul INPUT.TXT descrie setul de pri-

mitive P , iar fis, ierul DATA.TXT cont, ine secvent,a de examinat. Pe prima linie din

INPUT.TXT se află N , numărul de primitive din P (1 ≤ N ≤ 100). Fiecare primi-

tivă se dă pe două linii consecutive: pe prima lungimea L a primitivei (1 ≤ L ≤ 20), iar

pe a doua un s, ir de litere mari de lungime L. Toate cele N primitive sunt distincte.

Fiecare linie din fis, ierul DATA.TXT cont, ine o literă mare pe prima pozit, ie. El se

termină cu o linie cont, inând un punct (
”
.”). Lungimea secvent,ei este cuprinsă ı̂ntre 1 si

500.000.

Ies, irea: Pe ecran se va tipări lungimea celui mai lung prefix din T care poate fi

compus din primitive din P .

Exemplu:
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INPUT.TXT OUTPUT.TXT

5 A

1 B

A A

2 B

AB A

3 C

BBC A

2 B

CA A

2 A

BA B

C

B

.

Pe ecran se va tipări numărul 11.

Timp de rulare: 30 secunde pentru un test.

Timp de implementare: 1h.

Complexitate cerută: O(S × L×N), unde S este lungimea secvent,ei.

REZOLVARE: Ment, ionăm de la ı̂nceput că datele problemei sunt supradimensio-

nate. Nici unul din cele zece teste cu care au fost verificate programele nu a depăs, it ı̂n

realitate 12 primitive. În schimb, fis, ierul DATA.TXT a fost unic pentru toate testele s, i a

cont, inut o secvent, ă de lungime 500.000.

Problema se rezolvă s, i ı̂n acest caz prin reducerea ei la una similară, dar cu date de

intrare mai mici. Respectiv, un prefix S al lui T se poate descompune ı̂n primitive dacă

există o primitivă pi astfel ı̂ncât S = S ′ + pi s, i S ′ se poate descompune ı̂n primitive.

Am redus ı̂mpărt, irea ı̂n primitive a lui S la despărt, irea ı̂n primitive a lui S ′, care are o

lungime mai mică decât S. O primă modalitate, pur teoretică, de a rezolva problema,

este să ret, inem toate prefixele lui T care se pot descompune ı̂n primitive; ı̂n felul acesta,

putem studia prefixe din ce ı̂n ce mai lungi, bazându-ne pe prefixe mai scurte deja studiate.

Totus, i, este imposibil să t, inem minte toate prefixele lui T , deoarece lungimea medie a

unui prefix poate atinge 250.000 caractere.

O ı̂mbunătăt, ire care poate fi adusă acestui algoritm este următoarea: deoarece

toate prefixele apart, in aceleias, i secvent,e de constituent, i, T , este suficient să ret, inem
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ı̂n ı̂ntregime secvent,a T s, i, pentru fiecare prefix ce se poate descompune ı̂n primitive,

păstrăm doar lungimea sa. Făcând abstract, ie de limitările de memorie, putem crea un

vector V cu S variabile booleene (unde S ≤ 500.000), iar V [i] va indica dacă subs, irul de

lungime i din T se poate descompune ı̂n primitive. V [i] va primi valoarea True dacă s, i

numai dacă există o primitivă p ı̂n P de lungime L astfel ı̂ncât să fie ı̂ndeplinite simultan

condit, iile:

• V [i− L] = True;

• secvent,a de caractere T[i-L+1]T[i-L+2]. . .T[i] este egală cu p.

Iată o primă variantă (̂ın pseudocod) a algoritmului:

Intrare: T , primitivele

1: pentru i = 1 la S execută

2: dacă există o primitivă p astfel ı̂ncât V [i−L] s, i T [i−L+1]T [i−L+2] . . . T [i] = p

atunci

3: V [i]← True

4: altfel

5: V [i]← False

6: sfârs, it dacă

7: sfârs, it pentru

8: caută cel mai mare i pentru care V [i] = True

9: tipăres,te i

Chiar s, i ı̂n acest caz, apare o problemă, deoarece avem nevoie de doi vectori, unul

de caractere s, i altul de variabile booleene, ambii de lungime maxim 500.000. Necesarul

de memorie este deci cam de 1MB. Sigur, pentru calculatoarele de astăzi această sumă

este us,or de alocat, dar problema admite oricum o solut, ie la fel de rapidă s, i mult mai

economică. Iată care este principiul:

Pentru a vedea dacă un prefix S de lungime L se poate descompune ı̂n primitive, noi

avem nevoie să cunoas,tem dacă prefixele de lungime mai mică se pot descompune. Dar

avem oare nevoie de toate prefixele? Nu, deoarece noi vom concatena unul din prefixele

de lungime mai mică cu o primitivă pentru a obt, ine noul prefix S. Însă primitivele au

lungime de maxim 20 caractere. As,adar, noi nu trebuie să cunoas,tem decât dacă prefixele

de lungime L− 1, L− 2, . . . , L− 20 se pot descompune; restul nu ne interesează. În felul

acesta am eliminat vectorul V s, i l-am redus la un vector de numai 20 de elemente (care ı̂n

program se numes,te CanGet). La fiecare moment, când se prelucrează un nou caracter
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din secvent,a de constituent, i T , primul element din CanGet se pierde (deoarece informat, ia

pe care el o stochează este ı̂nvechită), iar următoarele 19 elemente se deplasează spre

stânga cu câte o pozit, ie. Al 20-lea element, care acum a rămas disponibil, va fi calculat

la pasul curent.

O altă modificare pornes,te de la observat, ia că, datorită aceleias, i limitări a lungimii

primitivelor la 20 de caractere, nu avem nevoie nici măcar să ret, inem ı̂ntregul vector T ,

ci numai ultimele 20 de litere ale lui. La fiecare pas, litera cea mai
”
veche” din T (adică

de indice minim) se va pierde, iar la celelalte 19 litere se va adăuga litera nou citită.

Avem as,adar nevoie doar de un string de 20 de caractere, pe care ı̂n program l-am numit

Last. Pentru a deplasa spre stânga vectorii CanGet s, i Last, se pot folosi fie atribuirile

succesive, fie rutinele de acces direct la memorie.

Deoarece prefixele care se pot descompune sunt identificate ı̂n ordinea crescătoare a

lungimii, ultimul asemenea prefix găsit este tocmai cel de lungime maximă. Dar pentru

că, ı̂n momentul ı̂n care găsim un prefix, nu putem s,ti dinainte că el este ultimul, trebuie să

ret, inem ı̂ntr-o variabilă lungimea celui mai lung prefix găsit până la momentul respectiv,

variabilă pe care o actualizăm de fiecare dată când găsim un nou prefix.

În felul acesta, am reus, it să reducem memoria folosită aproape la strictul necesar,

adică numai la dict, ionarul de primitive s, i la doi vectori de câte douăzeci de caractere.

Se recomandă totus, i să se aloce un buffer cât mai mare pentru citirea datelor din fis, ierul

DATA.TXT pentru mărirea vitezei de citire. Repartizarea buffer-ului se face cu procedura

Pascal SetTextBuf.

O optimizare care nu a fost inclusă ı̂n program, fiind lăsată ca temă cititorului, este

următoarea: dacă la un moment dat, ı̂n timpul examinării secvent,ei de constituent, i, este

ı̂ntâlnit un s, ir de cel put, in 20 de prefixe consecutive, din care nici unul nu se poate

descompune ı̂n primitive, atunci nici mai departe nu vom mai ı̂ntâlni vreun prefix care

să se poată descompune. Explicat, i de ce. Această optimizare poate să nu aducă uneori

nimic nou ı̂n evolut, ia programului, dar alteori poate să reducă la zero timpul de rulare.

Prezentăm mai jos codul sursă al programului. A fost preferat limbajul Pascal, deo-

arece pune la dispozit, ie rutine mai comode de manevrare a s, irurilor de caractere.

 program LongestPrefix;

 {$B-,D-,I-,R-,S-}

 const NMax=100;

 LMax=20;

 type Str20=String[LMax+1];

 LexType=array[1..NMax] of Str20;
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 BooleanVector=array[1..LMax+1] of Boolean;

 BufferType=array[1..62000] of Byte;

 var Lex:LexType; { Dictionarul de primitive }

 N:Integer; { Numarul de primitive }

 Biggest:LongInt; { Lungimea maxima }

 Buf:BufferType; { Buffer de intrare }



 procedure ReadPrimitives;

 var i,Len:Integer;

 begin

 Assign(Input,'input.txt');

 Reset(Input);

 ReadLn(N);

 for i:=1 to N do

 begin

 ReadLn(Len);

 ReadLn(Lex[i]);

 end;

 Close(Input);

 end;



 procedure Decompose;

 var Last:Str20; { Ultimele 20 de caractere citite }

 CanGet:BooleanVector;

 { CanGet[i] indica daca Last[i] poate fi

 ultimul caracter al unei descompuneri }

 i,L:Integer;

 Current:LongInt; { Lungimea curenta }

 begin

 Assign(Input,'data.txt');

 SetTextBuf(Input,Buf,SizeOf(Buf));

 Reset(Input); { Deschide fisierul cu un buffer atasat }



 Biggest:=0;

 Last[0]:=Chr(LMax+1);

 FillChar(Last,LMax,'@');

 FillChar(CanGet,LMax,True);

 Current:=0; { Deocamdata nu s-a citit nimic }



 ReadLn(Last[LMax+1]); { Citeste primul caracter }

 repeat

 Inc(Current);

 i:=0;

 { Cauta o primitiva potrivita }

 repeat
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 Inc(i);

 L:=Length(Lex[i]);

 CanGet[LMax+1]:=CanGet[LMax+1-L]

 and (Copy(Last,LMax+2-L,L)=Lex[i]);

 until CanGet[LMax+1] or (i=N);

 { Am gasit o primitiva? }

 if CanGet[LMax+1]

 then Biggest:=Current;

 { Deplaseaza spre stanga CanGet si Last }

 Move(CanGet[2],CanGet[1],LMax);

 Move(Last[2],Last[1],LMax);

 { Avanseaza la urmatorul caracter }

 ReadLn(Last[LMax+1]);

 until Last[LMax+1]='.';



 Close(Input);

 end;



 procedure WriteSolution;

 begin

 Assign(Output,'output.txt');

 Rewrite(Output);

 WriteLn(Biggest);

 Close(Output);

 end;



 begin

 ReadPrimitives;

 Decompose;

 WriteSolution;

 end.

6.12 Problema 12

Această problemă a fost propusă la a IV-a Balcaniadă de Informatică, Nicosia 1996.

ENUNT, : Grupul de rock U2 va da un concert ı̂n Nicosia. Un grup de N ≤ 200 fani

U2 as,teaptă la coadă ı̂n scopul de a cumpăra bilete de la singura caserie deschisă. Fiecare

persoană vrea să cumpere numai un bilet, iar casierul poate vinde unei persoane cel mult

două bilete.

Casierul foloses,te T [i] unităt, i de timp pentru a servi al i-lea fan (1 ≤ i ≤ N). Este
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posibil totus, i ca doi fani as,ezat, i la coadă unul după altul (de exemplu, al j-lea s, i al

j + 1-lea) să convină ca numai unul din ei să rămână la coadă, iar celălalt să plece, dacă

timpul R[j] (1 ≤ j ≤ N − 1) ı̂n care casierul serves,te al j-lea s, i al j + 1-lea fan este mai

mic decât T [j] + T [j + 1]. Deci, pentru a minimiza timpul de lucru al casierului, fiecare

persoană din coadă ı̂ncearcă să negocieze cu predecesorul s, i cu succesorul său, ceea ce va

duce ı̂n final la o servire mai rapidă.

Fiind date numerele ı̂ntregi pozitive N , T [i] (1 ≤ i ≤ N) s, i R[j] (1 ≤ j ≤ N − 1), se

cere să se minimizeze timpul total al casierului. Acest lucru va fi realizat grupând ı̂ntr-un

mod optim perechi de persoane consecutive. Atent, ie! Nu este necesar ca un anumit fan

să se cupleze neapărat cu predecesorul sau cu succesorul său.

Intrarea: În fis, ierul INPUT.TXT, datele de intrare sunt date pe trei linii:

• prima linie cont, ine numărul ı̂ntreg N ;

• a doua linie cont, ine N ı̂ntregi: valorile T [i], separate prin câte un spat, iu;

• a treia linie cont, ine N -1 ı̂ntregi: valorile R[j], separate de asemenea prin câte un

spat, iu;

Ies, irea se va face ı̂n fis, ierul OUTPUT.TXT, astfel:

• prima linie cont, ine un ı̂ntreg care reprezintă timpul total (minim) al casierului;

• pe fiecare din următoarele linii se află un singur număr sau două numere separate

prin caracterul ’+’. Mai exact, fiecare linie cont, ine numărul i dacă al i-lea fan este

servit singur, sau i + (i + 1) dacă cei doi fani sunt servit, i ca o pereche.

Exemplu:

INPUT.TXT OUTPUT.TXT

7 14

5 4 3 2 1 4 4 1

7 3 4 2 2 4 2+3

4+5

6+7

Timp de rulare: 15 secunde pentru un test.

Acesta este enunt,ul ı̂n forma lui de la Nicosia. Iată acum s, i completările
”
din studio”:
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• Numărul de fani este N ≤ 5.000;

• Complexitatea cerută este O(N);

• Timpul de rulare este de o secundă.

REZOLVARE: O primă metodă de rezolvare o vom lăsa ı̂n seama cititorului, ı̂ntrucât

ea este foarte asemănătoare cu rezolvarea problemei ı̂nmult, irii optime a unui s, ir de ma-

trice. Ideea de pornire este de a defini o matrice D cu N linii s, i N coloane, ı̂n care D[X, Y ]

reprezintă timpul minim ı̂n care pot fi servit, i fanii X,X + 1, . . . , Y − 1, Y . Scopul este

de a afla valoarea D[1, N ].

După cum se s,tie, ı̂nsă, ı̂nmult, irea optimă a unui s, ir de matrice se poate determina

ı̂n timp O(N3). Pentru condit, iile init, iale ale problemei (N ≤ 200), metoda se ı̂ncadrează

ı̂n timp. Ea putea fi deci folosită la concurs, pe câtă vreme dacă se impun condit, iile

suplimentare, rezolvarea ı̂n timp cubic nu mai dă rezultate. Iată ideea de rezolvare a

problemei ı̂n timp liniar.

Vom denumi o cuplare de ordin K modul ı̂n care primii K fani sunt servit, i câte

unul sau câte doi. Fiecare cuplare are atas,at un cost, respectiv timpul consumat de casier

pentru a servi tot, i fanii. Dintre toate cuplările de ordin K, cele pentru care costul este

minim (̂ın cazul general pot fi mai multe) se vor numi cuplări optime de ordinul K.

Cerint,a problemei exprimată cu noua terminologie este: să se găsească o cuplare optimă

de ordinul N .

Să presupunem acum că am găsit cumva această cuplare optimă de ordinul N , pe care

o vom nota cu CN . Dacă ı̂n această cuplare al K-lea fan este servit de unul singur, atunci

modul de servire al primilor K − 1 fani reprezintă o cuplare optimă de ordinul K − 1, pe

care o vom nota cu CK−1. Demonstrat, ia nu este grea: dacă fanii 1, 2, . . . , K − 1 nu ar

fi cuplat, i ı̂n mod optim ı̂n cadrul lui CN , atunci ar exista o cuplare a lor C ′K−1 de cost

mai mic decât CK−1. Dar această cuplare mai bună ar putea fi folosită pentru a obt, ine

o cuplare mai bună a tuturor celor N fani (servind primii K − 1 fani conform cuplării

C ′K−1, iar pe ceilalt, i conform cuplării CN). S-ar obt, ine astfel o cuplare C ′N de cost mai

mic decât CN , ceea ce este absurd, deoarece am presupus CN ca fiind optimă.

În mod absolut identic se poate demonstra că dacă CN este o cuplare optimă de

ordinul N ı̂n care fanii K s, i K + 1 sunt servit, i ı̂mpreună, atunci modul de servire al

primilor K−1 fani reprezintă o cuplare optimă de ordinul K−1. Recunoas,tem ı̂n aceste

afirmat, ii principiul programării dinamice: optimul global presupune optime locale. De

aici deducem că, pentru a realiza o cuplare optimă a primilor K fani avem nevoie de câte

o cuplare optimă pentru primii K−1 fani, respectiv pentru primii K−2 fani, urmând ca
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apoi să aflăm care este costul minim al unei cuplări de ordin K, atât ı̂n ipoteza că fanul

al K-lea este servit singur, cât s, i ı̂n ipoteza că el este servit ı̂mpreună cu al K−1-lea fan.

Vom crea as,adar doi vectori T1 s, i T2, ambii cu câte N elemente, ı̂n care:

• T1[K] este timpul minim ı̂n care pot fi servit, i fanii 1, 2, . . . , K, astfel ı̂ncât fanul al

K-lea să rămână singur;

• T2[K] este timpul minim ı̂n care pot fi servit, i fanii 1, 2, . . . , K, astfel ı̂ncât fanii K

s, i K − 1 să fie cuplat, i.

Datele init, iale pe care le putem trece ı̂n cei doi vectori sunt:

• T1[1] = T [1];

• T2[1] =∞ (un singur fan nu poate fi cuplat cu nimeni);

• T1[2] = T [1] + T [2] (dacă al doilea fan rămâne singur, atunci s, i primul rămâne

singur);

• T2[2] = R[1].

Relat, iile de recurent, ă se deduc fără prea multă bătaie de cap:

• T1[K] = T [K] + min(T1[K − 1], T2[K − 1]) (dacă fanul K rămâne singur, atunci el

este servit ı̂n timpul T [K], iar fanul K − 1 se va cupla cu K − 2 sau va rămâne

singur, după cum este mai convenabil);

• T2[K] = R[K − 1] + min(T1[K − 2], T2[K − 2]) (dacă fanul K se cuplează cu K − 1,

atunci ei sunt servit, i ı̂n timpul R[K − 1], iar fanul K − 2 se va cupla cu K − 3 sau

va rămâne singur, după cum este mai convenabil);

Putem deci să completăm vectorii de la stânga la dreapta. Odată ce am făcut aceasta,

costul minim al cuplării de ordinul N este min(T1[N ], T2[N ]). Pentru a reconstitui s, i

as,ezarea fanilor, vom proceda recurent, astfel: dacă T2[N ] < T1[N ], ı̂nseamnă că este

mai avantajos ca fanii N s, i N − 1 să fie cuplat, i s, i reluăm reconstituirea pentru fanii

1, 2, . . . , N − 2. În caz contrar, ı̂nseamnă că este mai avantajos ca fanul N să rămână

singur s, i reluăm reconstituirea pentru fanii 1, 2, . . . , N − 1. De exemplu, iată modul ı̂n

care se completează vectorii T1 s, i T2 pentru exemplul din enunt, :
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5 4 3 2 1 4 4

7 3 4 2 2 4

4 + 5 = 3 + 7 = 2 + 8 = 1 + 10 = 4 + 10 = 4 + 12 =

5 9 10 10 11 14 16

3 + 5 = 4 + 7 = 2 + 8 = 2 + 10 = 4 + 10 =

∞ 7 8 11 10 12 14

T

R

T1

T2

• T2[7] < T1[7] =⇒ Fanii 6 s, i 7 sunt cuplat, i. Reconstituim as,ezarea primilor 5 fani.

• T2[5] < T1[5] =⇒ Fanii 4 s, i 5 sunt cuplat, i. Reconstituim as,ezarea primilor 3 fani.

• T2[3] < T1[3] =⇒ Fanii 2 s, i 3 sunt cuplat, i, iar primul fan este singur.

 #include <stdio.h>

 #define NMax 5001

 typedef unsigned IntVector[NMax];

 typedef long LongVector[NMax];



 IntVector T, R;

 LongVector T1, T2;

 int N;

 FILE *OutF;



 void ReadData(void)

 { FILE *F=fopen("input.txt", "rt");

 int i;



 fscanf(F,"%d\n", &N);

 for (i=1; i<=N;)

 fscanf(F,"%d", &T[i++]);

 for (i=1; i<N;)

 fscanf(F,"%d", &R[i++]);

 }



 long Min(long X, long Y)

 {

 return X<Y? X : Y;

 }

 void Match(void)
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 { int i;

 T1[1]=T[1]; T2[1]=0xFFFF; /* =Infinit */

 T1[2]=T[1]+T[2]; T2[2]=R[1];

 for (i=3; i<=N; i++)

 {

 T1[i]=T[i]+Min(T1[i-1],T2[i-1]);

 T2[i]=R[i-1]+Min(T1[i-2],T2[i-2]);

 }

 }



 void GoBack(int K)

 {

 if (K)

 if (T1[K]<T2[K])

 { GoBack(K-1);

 fprintf(OutF,"%d\n",K);

 }

 else { GoBack(K-2);

 fprintf(OutF,"%d+%d\n",K-1,K);

 }

 }



 void WriteSolution(void)

 {

 OutF=fopen("output.txt", "wt");

 fprintf(OutF,"%d\n",Min(T1[N],T2[N]));

 GoBack(N);

 fclose(OutF);

 }



 void main(void)

 {

 ReadData();

 Match();

 WriteSolution();

 }

6.13 Problema 13

Probabil că orice elev care are cât de cât experient, ă ı̂n programare a auzit despre pro-

blema celui mai lung subs, ir crescător. Când este prezentată la concurs, problema e

”
ı̂nvelită” sub diverse forme. Aici o vom formaliza din punct de vedere matematic.
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ENUNT, : Se dă un vector cu N elemente numere ı̂ntregi. Se cere să se determine cel

mai lung subs, ir crescător.

Intrarea: Fis, ierul de tip text INPUT.TXT cont, ine pe prima linie numărul N de

elemente din vector (N ≤ 10.000), iar pe fiecare din următoarele N linii se află câte un

element al vectorului.

Ies, irea: În fis, ierul de tip text OUTPUT.TXT se vor lista pe prima linie lungimea L

a celui mai lung subs, ir crescător, iar pe următoarele L linii subs, irul ı̂n sine. Dacă există

mai multe solut, ii, se va tipări una singură.

Exemplu:

INPUT.TXT OUTPUT.TXT

6 3

2 2

5 3

7 4

3

4

1

Timp de implementare: 45 minute.

Timp de rulare: 5 secunde.

Complexitate cerută: O(N logN).

REZOLVARE: Începem prin a lămuri diferent,a dintre not, iunile de
”
subs, ir” s, i ”

sub-

secvent, ă”. Fie V [1], V [2], . . . , V [N ] vectorul citit. Prin subs, ir de lungime L al vectoru-

lui V se ı̂nt,elege o succesiune nu neapărat continuă de elemente V [K1], V [K2], . . . , V [KL],

unde K1 < K2 < · · · < KL. Prin subsecvent, ă de lungime L a vectorului, ı̂ncepând de

la pozit, ia K, se ı̂nt,elege succesiunea continuă de elemente V [K], V [K+1], . . . , V [K+L−1].

Rezolvarea prin metoda programării dinamice este ı̂n general cunoscută s, i nu vom

insista asupra ei. Probabil că aflarea celui mai lung subs, ir crescător este punctul de

plecare al oricărui elev ı̂n ı̂nvăt,area programării dinamice. Totus, i, această metodă de

rezolvare are complexitatea O(N2). În continuare prezentăm o metodă mai put, in cunos-

cută s, i ceva mai dificil de implementat, dar mult mai eficientă. Ea are complexitatea

O(N logN). Vom enunt,a principiul de rezolvare, urmat de o schit, ă a demonstrat, iei de

corectitudine.

Fie V vectorul citit. Se parcurge vectorul de la stânga la dreapta s, i se construiesc
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ı̂n paralel doi vectori P s, i Q, astfel: init, ial vectorul Q este vid. Se ia fiecare element

din V s, i se suprascrie peste cel mai mic element din Q care este strict mai mare ca el.

Dacă nu există un asemenea element ı̂n Q, cu alte cuvinte dacă elementul analizat din

V este mai mare ca toate elementele din Q, atunci el este adăugat la sfârs, itul vectorului

Q. Concomitent, se notează ı̂n vectorul P pozit, ia pe care a fost adăugat ı̂n vectorul Q

elementul din V . Iată cum se construiesc vectorii P s, i Q pentru exemplul din enunt, :

V Q P

2 2 1

5 2 5 1 2

7 2 5 7 1 2 3

3 2 3 7 1 2 3 2

4 2 3 4 1 2 3 2 3

1 1 3 4 1 2 3 2 3 1

Lungimea L la care ajunge vectorul Q la sfârs, itul acestei prelucrări este tocmai lun-

gimea celui mai lung subs, ir crescător al vectorului V . Pentru a afla exact s, i care sunt

elementele subs, irului crescător se procedează astfel: se caută ultima aparit, ie ı̂n vectorul

P a valorii L. Să spunem că ea este găsită pe pozit, ia KL. Se caută apoi ultima aparit, ie

ı̂n vectorul P a valorii L − 1, anterior pozit, iei KL. Ea va fi pe pozit, ia KL−1 < KL.

Analog se caută ı̂n vectorul P valorile L − 2, L − 3, . . . , 2, 1. Subs, irul crescător este

S = (V [K1], V [K2], . . . , V [KL]).

În figura de mai sus au fost has,urate elementele respective găsite ı̂n vectorul P . Vec-

torul Q are la sfârs, it lungimea L = 3, deci cel mai lung subs, ir crescător are trei elemente.

Se caută ı̂n vectorul P cifrele 3, 2 s, i 1 s, i se găsesc pe pozit, iile K1 = 1, K2 = 4 s, i K3 = 5,

ceea ce ı̂nseamnă că cel mai lung subs, ir crescător este (2, 3, 4).

Demonstrat, ia (care, fără a pierde din corectitudine, face apel la intuit, ie...) foloses,te

aceleas, i notat, ii de mai sus s, i are următoarele etape:

Propozit, ia 1. Vectorul Q este ı̂n permanent,ă sortat crescător.
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Demonstraţie. Folosim induct, ia matematică. După primul pas (inserarea elementului

V [1]), vectorul Q are un singur element s, i este binêınt,eles ordonat. Trebuie acum arătat

că dacă vectorul Q este sortat după inserarea elementului V [i − 1], el rămâne sortat s, i

după inserarea lui V [i]. Într-adevăr, pentru elementul V [i] există două variante:

a) V [i] este mai mare decât toate elementele lui Q, caz ı̂n care este adăugat la sfârs, itul

lui Q, care rămâne sortat;

b) Există t > 1 astfel ı̂ncât Q[t− 1] ≤ V [i] < Q[t], caz ı̂n care V [i] se suprascrie peste

Q[t]. Dar Q[t] ≤ Q[t + 1] =⇒ Q[t − 1] ≤ V [i] < Q[t + 1] s, i vectorul Q rămâne

sortat.

Această deduct, ie ne va fi utilă ı̂n calculul complexităt, ii algoritmului.

Propozit, ia 2. Odată ce au fost scrise pentru prima oară, elementele vectorului Q nu

mai pot decât să scadă sau să rămână constante. Ele nu pot cres, te niciodată.

Demonstraţie. Afirmat, ia este evidentă, decurgând din modul de construct, ie a lui Q.

Propozit, ia 3. Elementele din vectorul V de la pozit,ia Ki−1 + 1 la pozit,ia Ki− 1 sunt fie

mai mici decât V [Ki−1], fie mai mari decât V [Ki].

Demonstraţie. Acest lucru este natural, deoarece dacă ar exista Ki−1 < X < Ki astfel

ı̂ncât V [Ki−1] ≤ V [X] ≤ V [Ki], atunci s, irul S ar putea fi extins cu elementul V [X], deci

nu ar fi subs, ir maximal, contradict, ie.

Propozit, ia 4. Toate elementele care urmează ı̂n V după V [KL] sunt mai mici decât

V [KL].

Demonstraţie. Dacă ar exista X > KL astfel ı̂ncât V [X] ≥ V [KL], atunci S ar putea fi

extins la dreapta cu V [X], contradict, ie.

Propozit, ia 5. Elementul V [K1] este suprascris peste pozit,ia Q[1].

Demonstraţie. Dacă elementul V [K1] este inserat ı̂n Q pe o pozit, ie t > 1, rezultă că,

ı̂n momentul tratării lui V [K1], pe pozit, ia t − 1 ı̂n vectorul Q exista deja un număr

X < V [K1]. Aceasta ı̂nseamnă că S poate fi prelungit la stânga cu X, deci S nu este un

subs, ir crescător maxim, contradict, ie.
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Propozit, ia 6. Orice element V [Ki] va fi suprascris ı̂n Q pe pozit,ia următoare celei pe

care a fost scris V [Ki−1]

Demonstraţie. Să presupunem că V [Ki−1] a fost scris peste Q[t]. Înainte de a ajunge

să tratăm elementul V [Ki], a trebuit să tratăm elementele V [Ki−1 + 1], V [Ki−1 +

2], . . . , V [Ki − 1], care, după cum s-a stabilit la punctul (3), pot fi:

a) mai mici decât V [Ki−1], caz ı̂n care ele vor fi scrise ı̂n vector pe pozit, ii mai mici sau

egale cu t, iar Q[t] va scădea, deci Q[t] ≤ V [Ki−1] (conform punctului 2);

b) mai mari decât V [Ki], caz ı̂n care vor fi scrise ı̂n Q pe pozit, ii mai mari decât t,

as,adar Q[t + 1] > V [Ki].

Se obt, ine lant,ul de inegalităt, i Q[t] ≤ V [Ki−1] ≤ V [Ki] ≤ Q[t + 1], de unde rezultă

conform modului de construct, ie că V [Ki] va fi scris peste Q[t + 1]. Cu aceasta, folosind

s, i punctul (5), am demonstrat că V [Ki] este scris pe pozit, ia Q[i],∀i = 1, 2, . . . , L.

După tratarea primelor KL elemente din V , vectorul Q are lungimea L. Mai rămâne

de văzut ce se ı̂ntâmplă cu elementele V [KL + 1], . . . , V [N ].

Propozit, ia 7. Elementele care ı̂i urmează lui V [KL] se scriu ı̂n Q pe pozit,ii mai mici

sau egale cu L.

Demonstraţie. Acest fapt este intuitiv dacă se t, ine cont de punctul (4). Deducem că la

final vectorul Q are lungime L, adică aceeas, i cu a lui S.

Modul de reconstituire a lui S din vectorul P este corect. Trebuie să avem grijă ca,

atunci când căutăm ı̂n vectorul P o aparit, ie a valorii X, să o alegem pe ultima disponibilă,

altfel pot apărea erori. Spre exemplu, pentru vectorii dat, i ı̂n exemplu, V = (2, 5, 7, 3, 4, 1)

s, i P = (1, 2, 3, 2, 3, 1), dacă se alege prima aparit, ie a lui 2 (pe pozit, ia a doua), avem

subs, irul S = (2, 5, 4) care nu este crescător. Dacă ı̂nsă alegem ultima aparit, ie a lui 2 (pe

pozit, ia a patra), avem subs, irul crescător maximal S = (2, 3, 4).

Calculul complexităt, ii este us,or de făcut:

• Pentru construct, ia vectorilor P s, i Q sunt necesare N insert, ii ı̂n vectorul Q, care

este sortat; o insert, ie binară cere O(logN), as,adar complexitatea primei părt, i este

O(N logN).
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• Pentru reconstituirea lui S se face o singură parcurgere a vectorului P , deci O(N).

Complexitatea totală a algoritmului este O(N logN).

 #include <stdio.h>

 #include <stdlib.h>

 #define Infinity 30000

 typedef int Vector[10001];



 Vector V,P,Q,*S;

 int N,Len; /* Len = Lungimea vectorului Q */



 void ReadData(void)

 { FILE *F=fopen("input.txt","rt");

 int i;



 fscanf(F,"%d",&N);

 for(i=1;i<=N;i++) fscanf(F,"%d",&V[i]);

 fclose(F);

 }



 int Insert(int K,int Lo,int Hi)

 { int Mid=(Lo+Hi)/2;



 if (Lo==Hi)

 { if (Hi>Len) Q[++Len+1]=Infinity;

 Q[Lo]=K;

 return Lo;

 }

 else if (K<Q[Mid]) return Insert(K,Lo,Mid);

 else return Insert(K,Mid+1,Hi);

 }



 void BuildPQ(void)

 { int i,Place;



 Len=0;Q[1]=Infinity;

 for (i=1;i<=N;i++)

 P[i]=Insert(V[i],1,Len+1);

 }



 void BuildS(void)

 { int i,K=N;


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 S=malloc(sizeof(*S));

 for (i=Len;i;i--)

 { while (P[K]!=i) K--;

 (*S)[i]=V[K];

 }

 }



 void WriteSolution(void)

 { FILE *F=fopen("output.txt","wt");

 int i;



 fprintf(F,"%d\n",Len);

 for(i=1;i<=Len;i++) fprintf(F,"%d\n",(*S)[i]);



 fclose(F);

 }



 void main(void)

 {

 ReadData();

 BuildPQ();

 BuildS();

 WriteSolution();

 }

Ment, ionăm că ı̂n sursa de mai sus se putea construi vectorul S peste vectorul Q,

deoarece pentru construirea lui S nu avem nevoie decât de elementele vectorului P . În

acest fel, programul ar fi avut nevoie numai de trei vectori, iar volumul total de date

nu ar fi depăs, it un segment. Am preferat totus, i varianta ı̂n care vectorul S este alocat

dinamic pentru a evita confuziile.

6.14 Problema 14

Continuăm cu două probleme foarte asemănătoare. Atât de asemănătoare, ı̂ncât diferent,a

dintre ele pare - la o privire superficială - neglijabilă. Totus, i, algoritmul de rezolvare se

schimbă fundamental.

ENUNT, : N grămezi de mere trebuie ı̂mpărt, ite la N copii. Deoarece copiii sunt

buni prieteni, trebuie ca ı̂mpărt, irea să se facă ı̂n mod echitabil, fiecare primind acelas, i

număr de mere. Spiritul de dreptate al copiilor este atât de puternic, ı̂ncât ei preferă ca

unele mere să nu fie date nici unui copil, decât ca unii să primească mai multe mere ca
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alt, ii. O condit, ie suplimentară este ca fie toate merele dintr-o grămadă să fie ı̂mpărt, ite

copiilor, fie grămada să nu mai fie ı̂mpărt, ită deloc. Desigur, interesul este ca fiecare copil

să primească un număr cât mai mare de mere.

Să se selecteze un număr de grămezi din cele N astfel ı̂ncât numărul total de mere să

se dividă cu N , iar suma selectată să fie maximă. Dacă există mai multe solut, ii, se cere

una singură.

Intrarea: Fis, ierul de intrare INPUT.TXT cont, ine pe prima linie numărul N de

grămezi (1 ≤ N ≤ 100). Pe a doua linie se dau cantităt, ile de mere din cele N grămezi

(N numere naturale pozitive, toate mai mici ca 200, separate prin spat, ii).

Ies, irea: În fis, ierul OUTPUT.TXT se va scrie pe prima linie numărul maxim de mere

găsit. Pe a doua linie se vor tipări indicii grămezilor selectate, ı̂n ordine crescătoare.

Exemplu:

INPUT.TXT OUTPUT.TXT

4 12

3 2 5 7 1 2 4

Timp de implementare: 45 minute - maxim o oră.

Timp de rulare: 1 secundă.

Complexitate cerută: O(N2).

REZOLVARE: O primă modalitate, de altfel foarte comodă, este să verificăm toate

posibilităt, ile de a selecta grămezi. Aceasta presupune să generăm toate submult, imile

mult, imii de grămezi, iar pentru fiecare submult, ime să calculăm suma merelor. În felul

acesta putem afla submult, imea pentru care suma merelor se divide cu N s, i este maximă.

Din nefericire, această solut, ie, banal de implementat, are o complexitate exponent, ială,

mai precis O(N × 2N), deoarece există 2N submult, imi ale mult, imii grămezilor s, i pentru

fiecare submult, ime putem calcula suma merelor ı̂n timp liniar. Prin urmare, suntem

departe de complexitatea cerută ı̂n enunt, .

Punctul de plecare pentru rezolvarea corectă a problemei este din nou principiul de

optimalitate al programării dinamice. Să notăm cu M [1],M [2], . . . ,M [N ] cantităt, ile de

mere din fiecare grămadă. Să considerăm că submult, imea optimă cont, ine ı̂n total S mere,

iar grămada cu numărul N face parte din ea. Fie K restul ı̂mpărt, irii lui M [N ] la N , deci

M [N ] ≡ K (mod N) (6.33)
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Atunci suma S − M [N ] dă restul (N − K) mod N la ı̂mpărt, irea prin N , de unde

deducem că

S −M [N ] ≡ N −K (mod N) (6.34)

De asemenea, putem afirma că S−M [N ] este cea mai mare dintre toate sumele care se

pot obt, ine folosind grămezile 1, 2, . . . , N − 1 s, i care dau acelas, i rest la ı̂mpărt, irea prin N .

Demonstrat, ia nu este grea: dacă ar exista o sumă mai mare decât S −M [N ] congruentă

cu N −K modulo N , am putea folosi această sumă s, i grămada M [N ] pentru a obt, ine o

sumă S ′ > S astfel ı̂ncât

S ′ ≡ 0 (mod N) (6.35)

Această observat, ie ne sugerează s, i metoda de rezolvare a problemei. Pentru a afla

care este submult, imea de sumă maximă, avem două variante:

• Grămada N face parte din această submult, ime, caz ı̂n care trebuie să descoperim

cea mai mare sumă care se poate obt, ine adunând grămezi dintre primele N − 1 s, i

care dă restul N −K la ı̂mpărt, irea prin N ;

• Grămada N nu face parte din această submult, ime, caz ı̂n care trebuie să descoperim

cea mai mare sumă care se poate obt, ine adunând grămezi dintre primele N − 1 s, i

care se ı̂mparte exact la N .

Pentru că nu putem s,ti de la ı̂nceput dacă grămada a N -a face sau nu parte din

submult, imea maximală, trebuie să avem răspunsul pregătit pentru ambele situat, ii. Mai

mult, pentru a putea afla care sunt sumele maxime formate cu primele N − 1 grămezi

care dau diferite resturi (̂ın cazul nostru 0 sau N − K) la ı̂mpărt, irea prin N , trebuie

să reluăm exact aceeas, i problemă: grămada cu numărul N − 1 poate face sau nu parte

din submult, ime. În concluzie, putem formaliza problema astfel: avem nevoie să putem

răspunde la toate ı̂ntrebările de forma
”
Care este suma maximă care se poate forma cu

grămezi din primele P astfel ı̂ncât restul la ı̂mpărt, irea prin N să fie Q?”. Vom nota

răspunsul la această ı̂ntrebare cu R[P,Q] (unde 1 ≤ P ≤ N s, i 0 ≤ Q < N). Răspunsurile

tuturor ı̂ntrebărilor se pot deci dispune ı̂ntr-o matrice R, iar scopul nostru este să-l aflăm

pe R[N, 0]. Am observat că pentru a-l putea afla pe R[P,Q] avem nevoie de două valori

din linia P -1 a matricei (după cum grămada P face sau nu parte din submult, imea optimă).

Pentru a afla toate elementele liniei P a matricei, este deci foarte probabil să avem nevoie

de ı̂ntreaga linie P − 1.
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Astfel, problema se reduce la a compune o linie a matricei din cea precedentă. Dacă

presupunem că grămada P nu intră ı̂n component,a submult, imii optime, atunci linia P

este identică cu linia P − 1:

R[P,Q] = R[P − 1, Q], ∀0 ≤ Q < N (6.36)

Dacă presupunem că grămada P face parte din submult, ime, atunci avem egalitatea:

R[P,Q] = R[P − 1, (Q−M [P ]) mod N ] + M [P ], ∀0 ≤ Q < N (6.37)

Alegând dintre aceste variante pe cea care ne convine mai mult, obt, inem:

R[P,Q] = max

{
R[P − 1, Q]

R[P − 1, (Q−M [P ]) mod N ] + M [P ]

}
∀0 ≤ Q < N (6.38)

În felul acesta se completează fără nici un fel de probleme matricea R. După cum

am spus, R[N, 0] indică suma maximă divizibilă cu N . Mai rămâne de văzut cum se

face reconstituirea solut, iei. De fapt, nu avem decât să parcurgem aceleas, i etape ale

rat, ionamentului, dar ı̂n sens invers. Respectiv: dacă R[N, 0] = R[N − 1, 0], atunci

deducem că grămada a N -a nu a fost folosită pentru a se obt, ine suma maximă s, i avem

nevoie să obt, inem suma maximă divizibilă cu N din primele N −1 grămezi (adică R[N −
1, 0]). Dacă R[N, 0] 6= R[N − 1, 0], atunci grămada a N -a a fost folosită s, i avem nevoie

să obt, inem suma maximă de rest N −M [N ] modulo P folosind primele N − 1 grămezi.

Pe cazul general, pentru a obt, ine suma maximă de rest Q folosind primele P grămezi,

avem două posibilităt, i:

• Dacă R[P,Q] = R[P−1, Q], atunci grămada P nu este folosită s, i trebuie să obt, inem

acelas, i rest Q folosind doar primele P − 1 grămezi;

• Dacă R[P,Q] 6= R[P − 1, Q], atunci grămada P este folosită s, i trebuie să obt, inem

restul Q−M [P ] modulo N folosind primele P − 1 grămezi.

Ment, ionăm că programul este put, in diferit de ceea ce s-a explicat până acum, ı̂n sensul

că prima linie din matricea R corespunde ultimei grămezi de mere, a doua linie corespunde

penultimei grămezi de mere s, .a.m.d. Cu alte cuvinte, grămezile de mere sunt procesate

ı̂n ordine inversă. Am făcut acest lucru pentru a us,ura procedura de aflare a solut, iei;
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se observă că prima oară se decide dacă ultima grămadă face parte din submult, ime,

apoi penultima etc. Deci s, i la găsirea solut, iei se generează grămezile ı̂n ordine inversă.

Prin această dublă inversiune, indicii grămezilor de mere selectate vor fi listat, i ı̂n ordine

crescătoare. Dacă am fi prelucrat grămezile de mere ı̂n ordinea lor din fis, ier, s-ar fi impus

scrierea unei proceduri recursive pentru afis,area solut, iei.

Să facem s, i calculul complexităt, ii acestui program. Citirea datelor se face ı̂n O(N),

la fel s, i reconstituirea solut, iei. Pentru a completa o linie din matrice, avem nevoie să

parcurgem linia precedentă, adică O(N). Pentru compunerea ı̂ntregii matrice, timpul

necesar este pătratic.

Mai trebuie făcută o singură observat, ie referitoare la modul de init, ializare a matricei.

Vom adăuga ı̂n matricea R linia cu numărul 0, care va cont, ine sumele maxime ce se pot

obt, ine fără a folosi nici o grămadă. Desigur, se poate obt, ine numai suma 0, care dă restul

0 la ı̂mpărt, irea prin N , iar alte sume nu se pot obt, ine. Vom pune deci R[0, 0] = 0 s, i

R[0, i] = Impossible pentru orice 1 ≤ i < N , unde Impossible este o constantă specială

(preferabil negativă, pentru a nu se confunda cu valorile obis,nuite din matrice).

 #include <stdio.h>

 #define NMax 101

 #define Impossible -30000



 int M[NMax], R[NMax][NMax], N;

 void ReadData(void)

 { FILE *F = fopen("input.txt", "rt");

 int i;



 fscanf(F, "%d\n", &N);

 for (i=1; i<=N; fscanf(F, "%d", &M[i++]));

 fclose(F);

 }



 void Share(void)

 { int i,j;



 R[0][0]=0;

 for (i=1; i<N; R[0][i++]=Impossible);



 for (i=1; i<=N; i++)

 {

 for (j=0; j<N; j++)

 R[i][j] = R[i-1][j];
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 for (j=0; j<N; j++)

 if (R[i-1][j] != Impossible

 && R[i-1][j] + M[N+1-i] >

 R[i][ (R[i-1][j]+M[N+1-i]) % N ])

 R[i][ (R[i-1][j]+M[N+1-i]) % N ] =

 R[i-1][j] + M[N+1-i];

 }

 }



 void WriteSolution(void)

 { FILE *F = fopen("output.txt", "wt");

 int i,j;



 fprintf(F, "%d\n", R[N][0]);

 j=0;

 for (i=N; i; i--)

 if (R[i][j] != R[i-1][j])

 {

 fprintf(F, "%d ", N+1-i);

 j = (j + N - M[N+1-i]%N) % N;

 }

 fprintf(F, "\n");

 fclose(F);

 }



 void main(void)

 {

 ReadData();

 Share();

 WriteSolution();

 }

6.15 Problema 15

Problema următoare a fost propusă la proba de baraj de la Olimpiada Nat, ională de

Informatică, Slatina 1995 s, i este un exemplu tipic de aplicare a principiului lui Dirichlet.

ENUNT, : La un SHOP din Slatina se găsesc spre v̂ınzare P − 1 (P este un număr

prim) produse unicat de costuri X(1), X(2), . . . , X(P−1). Nici unul din produse nu poate

fi cumpărat prin plata exactă cu bancnote de P$. În SHOP intră un olimpic care are un

număr nelimitat de bancnote de P$ s, i o singură bancnotă de Q$ (1 ≤ Q ≤ P − 1). Ce

produse trebuie să cumpere olimpicul pentru a putea plăti exact produsele cumpărate?
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Intrarea: Datele de intrare se dau ı̂n fis, ierul de intrare INPUT.TXT ce cont, ine două

linii:

• pe prima linie valorile lui P s, i Q;

• pe a doua linie valorile costurilor produselor.

Ies, irea se va face ı̂n fis, ierul OUTPUT.TXT unde se vor lista ı̂n ordine crescătoare indicii

produselor cumpărate de olimpic.

INPUT.TXT OUTPUT.TXT

5 4 1 2

1 3 6 7

Timp de implementare: la Slatina s-au acordat cam 90 de minute, dar 45 ar trebui

să fie suficiente.

Timp de rulare pentru fiecare test: 1 sec.

Complexitate cerută: O(P ).

Enunt,ul original nu specifica nici o limită maximă pentru valoarea lui P. Vom adăuga

noi această limită, respectiv P < 10.000.

REZOLVARE: Problema se reduce la a găsi un grup de obiecte pentru care suma

costurilor să fie divizibilă cu P sau să fie congruentă cu Q modulo P . Am văzut deja ı̂n

problema precedentă că dispunem de o solut, ie O(N2) pentru a găsi un număr de elemente

care să se dividă cu P . În cazul nostru, trebuie să observăm ı̂nsă că nu avem P obiecte,

ci numai P − 1; ı̂n schimb, dispunem de o bancnotă suplimentară de valoare Q. Aceste

diferent,e vor fi explicate mai târziu s, i se va vedea că ele nu schimbă cu nimic natura

problemei. Diferent,a esent, ială provine din faptul că nu se mai cere ca suma numerelor

să fie maximă, ca ı̂n problema precedentă. Orice combinat, ie de numere care dau o sumă

potrivită este suficientă.

Să ı̂ncepem prin a explica principiul lui Dirichlet, care de altfel face apel numai la

intuit, ie s, i nu necesită cunos,tint,e speciale de matematică. Acest principiu spune că dacă

distribuim N obiecte ı̂n K cutii, atunci cel put, in ı̂ntr-o cutie se vor afla minim dN/Ke
obiecte (aici prin dN/Ke se ı̂nt,elege

”
cel mai mic ı̂ntreg mai mare sau egal cu N/K”).

Demonstrat, ia se face prin reducere la absurd: dacă ı̂n fiecare cutie s-ar afla mai put, in

decât dN/Ke obiecte, atunci numărul total de obiecte ar fi mai mic decât K × dN/Ke,
adică mai mic decât N .
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Spre exemplu, oricum am distribui 7 obiecte ı̂n 4 cutii, putem fi siguri că cel put, in

ı̂ntr-o cutie se vor afla minim d7/4e = 2 obiecte. Într-adevăr, dacă toate cutiile ar cont, ine

cel mult câte un obiect, atunci numărul total de obiecte nu ar putea fi mai mare ca 4,

ceea ce este absurd.

Să vedem acum cum s-ar putea aplica acest principiu la problema de fat, ă. Să facem

notat, ia

S(k) =
k∑

i=1

X(i) (6.39)

s, i convent, ia S(0) = 0. Prin urmare, putem scrie egalitatea

S(k2)− S(k1) =

k2∑
i=k1+1

X(i) (6.40)

Dacă găsim ı̂n vectorul S două valori S(k1) s, i S(k2) care dau acelas, i rest la ı̂mpărt, irea

prin P , ı̂nseamnă că diferent,a lor se divide cu P , deci s, irul de obiecte k1 +1, k1 +2, . . . , k2

poate constitui o solut, ie.

Să presupunem pentru ı̂nceput că dispunem de P obiecte. Se pune ı̂ntrebarea: ce

valori poate lua restul ı̂mpărt, irii lui S(k) prin P? Desigur, orice valoare ı̂ntre 0 s, i P − 1.

Există deci ı̂n total P resturi distincte. Pe de altă parte, există P +1 elemente ı̂n vectorul

S (se consideră s, i elementul S(0)). Începem să recunoas,tem aici principiul lui Dirichlet, ı̂n

care
”
obiectele” sunt resturile S(0) mod P, S(1) mod P, . . . , S(P ) mod P , iar cutiile sunt

clasele de resturi modulo P . Avem de distribuit P+1 obiecte ı̂n P cutii, as,adar cel put, in

ı̂ntr-o cutie se vor afla d(P + 1)/P e = 2 obiecte. Prin urmare, vor exista cu sigurant, ă

doi indici k1 < k2 astfel ı̂ncât S(k2) − S(k1) ≡ 0 (mod P ). Nu avem decât să tipărim

secvent,a k1 + 1, k1 + 2, . . . , k2.

Să vedem acum ce se ı̂ntâmplă dacă avem numai P − 1 obiecte, as,a cum este cazul

problemei. Atunci avem numai P resturi posibile, deci se poate ca toate elementele din

S să dea resturi distincte la ı̂mpărt, irea prin P . Dar ı̂n acest caz, există un indice k astfel

ı̂ncât S(k) ≡ Q (mod N), deci trebuie doar să tipărim secvent,a de indici 1, 2, . . . , k.

Pentru a reuni aceste două cazuri ı̂ntr-unul singur, putem considera expresia S(k)

drept un alt mod de a scrie expresia S(k) − S(0). Problema se reduce la a căuta doi

indici k1, k2 ∈ {0, 1, 2, . . . , P} astfel ı̂ncât (S(k2) − S(k1)) mod N ∈ [0, Q]. Să nu uităm

că trebuie să efectuăm această operat, ie ı̂ntr-un timp liniar, deci nu avem voie să com-

parăm pur s, i simplu două câte două elementele vectorului S. Vom prezenta modul ı̂n
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care se pot găsi două elemente congruente modulo P , cazul celălalt tratându-se analog.

Metoda constă ı̂n crearea unui alt vector, L, ı̂n care L(i) = j ı̂nseamnă că suma S(j) dă

restul i la ı̂mpărt, irea prin P . Init, ial, toate elementele vectorului L vor avea o valoare

specială, eventual negativă. Apoi se parcurge vectorul S s, i pentru fiecare S(j) se efec-

tuează operat, ia L(S(j) mod P ) ← j. În momentul ı̂n care se ı̂ncearcă reatribuirea unui

element din L care are deja o valoare dată, ı̂nseamnă că am găsit cei doi indici pe care ı̂i

căutam.

Iată un exemplu. Dacă P = 7 s, i X = (8, 8, 2, 6, 13, 3), rezultă vectorul S = (8, 16, 18,

24, 37, 40). Resturile la ı̂mpărt, irea prin 7 sunt respectiv 1, 2, 4, 3, 2 s, i 5.

R L

0 1 2 3 4 5 6

1 0 1 -1 -1 -1 -1 -1

2 0 1 2 -1 -1 -1 -1

4 0 1 2 -1 3 -1 -1

3 0 1 2 4 3 -1 -1

2

După cum se vede, restul 2 poate fi obt, inut atât cu primele două obiecte, cât s, i cu

primele 5, deci suma pret,urilor obiectelor 3, 4 s, i 5 este divizibilă cu 7.

Un ultim detaliu de implementare constă ı̂n aceea că nu este necesară memorarea

vectorului S, ci numai a elementului curent; orice alte informat, ii care ne trebuie la un

moment dat le putem afla din vectorii X s, i L. Pentru memorarea elementului curent din

S, se pornes,te cu valoarea 0 s, i la fiecare pas se adaugă valoarea elementului corespunzător

din X.

 #include <stdio.h>

 #define NMax 10000

 #define None -1



 int X[NMax], L[NMax], P, Q;
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

 void ReadData(void)

 { FILE *F = fopen("input.txt", "rt");

 int i;



 fscanf(F, "%d %d\n", &P, &Q);

 for (i=1; i<P; fscanf(F, "%d", &X[i++]));

 fclose(F);

 }



 void FindSum(void)

 { long S=0;

 FILE *F = fopen("output.txt", "wt");

 int i,j;



 for (i=1, L[0]=0; i<P; L[i++] = None);

 i=0;

 while ( L[ (S+=X[++i]) % P ]==None && // Restul 0

 L[ (S%P+P-Q) % P ]==None ) // Restul Q

 L[S%P]=i;

 for (j = 1 + ((L[S%P]!=None)? L[S%P]: L[ (S%P+P-Q) % P ]);

 j <= i; fprintf(F, "%d ", j++));

 fclose(F);

 }



 void main(void)

 {

 ReadData();

 FindSum();

 }

6.16 Problema 16

Următoarele probleme apart, in categoriei de probleme pe care, dacă ne grăbim, le putem

clasifica drept
”
us,oare”. Într-adevăr, ele au solut, ii vizibile s, i foarte la ı̂ndemână, dar s, i

solut, ii mai subtile s, i mult mai performante. Pentru a obliga cititorul să se gândească s, i

la aceste solut, ii, am ales limite pentru datele de intrare suficient de mari ı̂ncât să facă

nepractice rezolvările
”
la minut”.

ENUNT, : (Generarea unui arbore oarecare când i se cunosc gradele) Se dă un vector

cu N numere ı̂ntregi. Se cere să se construiască un arbore cu N noduri numerotate de la
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1 la N astfel ı̂ncât gradele celor N noduri să fie exact numerele din vector. Dacă acest

lucru nu este posibil, se va da un mesaj de eroare corespunzător.

Intrarea: Datele de intrare se află ı̂n fis, ierul INPUT.TXT. Pe prima linie se află

numărul de noduri N (N ≤ 10.000), iar pe a doua linie se află cele N numere separate

prin spat, ii. Toate numerele sunt strict pozitive s, i mai mici ca 10.000.

Ies, irea se va face ı̂n fis, ierul OUTPUT.TXT. Dacă problema are solut, ie, se va tipări

arborele prin muchiile lui. Fiecare muchie se va lista pe câte o linie, prin nodurile ad-

iacente separate printr-un spat, iu. Dacă problema nu are solut, ie, se va afis,a un mesaj

corespunzător.

INPUT.TXT OUTPUT.TXT

6 1 4

1 2 3 2 1 1 2 5

3 6

4 6

5 6

3 Problema nu are solutie!

2 2 1

Timp de implementare: 30 minute - 45 minute.

Timp de rulare: 2-3 secunde.

Complexitate cerută: O(N logN); dacă vectorul citit la intrare se presupune sortat,

se cere o complexitate O(N).

REZOLVARE: Să ı̂ncepem prin a ne pune ı̂ntrebarea: când are problema solut, ie s, i

când nu?

Se s,tie că un arbore oarecare cu N noduri are N − 1 muchii. Fiecare din aceste

muchii va contribui cu o unitate la gradele nodurilor adiacente. Deducem de aici că suma

gradelor tuturor nodurilor este egală cu dublul numărului de muchii, adică, notând cu

G[1], G[2], . . . , G[N ] gradele nodurilor,

N∑
i=1

G[i] = 2 · (N − 1) (6.41)

Am aflat deci o condit, ie necesară pentru ca problema să aibă solut, ie. O a doua

condit, ie este ca toate nodurile să aibă grade cuprinse ı̂ntre 1 s, i N − 1. Totus, i, t, inând

cont de afirmat, ia enunt,ului că toate numerele din vector sunt strict pozitive, rezultă că
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a doua condit, ie nu mai trebuie verificată. Iată de ce: să presupunem că am verificat

prima condit, ie s, i am constatat că suma celor N numere este 2(N − 1), iar unul dintre

numere este cel put, in N . Atunci ar rezulta că suma celorlalte N − 1 numere este cel

mult N − 2, de unde rezultă că există cel put, in un nod de grad 0, ceea ce contrazice

informat, ia din enunt, . Prin urmare, numai prima condit, ie este importantă, cea de-a doua

fiind redundantă.

Vom demonstra că această condit, ie este s, i suficientă indicând efectiv modul de

construct, ie a arborelui ı̂n cazul ı̂n care ea este satisfăcută. Începem prin a sorta vec-

torul de numere. Acest lucru era oricum de as,teptat, deoarece complexitatea N logN

ne-o permite. Trebuie numai să avem grijă să alegem un algoritm de sortare de com-

plexitate N logN . Programul care urmează foloses,te heapsort-ul. Odată ce am sortat

vectorul, trebuie să reconstituim muchiile ı̂n timp liniar, s, i iată cum:

• Se poate demonstra că primele două elemente din vectorul sortat au valoarea 1.

Într-adevăr, dacă toate elementele ar fi mai mari sau egale cu 2, atunci suma lor ar

fi mai mare sau egală cu 2N , ori noi s,tim că suma trebuie să fie 2N−2, adică există

cel put, in două elemente egale cu 1 ı̂n vector. Acest lucru rezultă imediat dacă ne

gândim că orice arbore are cel put, in două frunze.

• Vom căuta ı̂n vector primul număr mai mare sau egal cu 2. Se pune ı̂ntrebarea:

există ı̂ntotdeauna acest număr? Nu cumva există un arbore ı̂n care toate nodurile

au grad 1? Să aplicăm condit, ia precedentă s, i să vedem ce se ı̂ntâmplă. Dacă toate

nodurile au grad 1, atunci suma gradelor este N , ceea ce conduce la ecuat, ia:

N = 2 · (N − 1) =⇒ N = 2 (6.42)

• Iată deci că există un singur arbore ı̂n care toate nodurile sunt frunze, anume cel

cu 2 noduri unite printr-o muchie. Vom reveni mai târziu la acest caz particular.

Deocamdată presupunem că există ı̂n vector un număr mai mare ca 1, pe pozit, ia

K ı̂n vector. Atunci vom uni nodul 1 din arbore (care s,tim că are gradul 1) cu

nodul K. În felul acesta, nodul 1 s, i-a completat numărul necesar de vecini s, i poate

fi neglijat pe viitor, iar G[K] va fi decrementat cu o unitate, ı̂ntrucât nodul K s, i-a

completat unul din vecini. Astfel, problema s-a redus la un arbore cu N − 1 noduri

numerotate de la 2 la N .

• Vectorul G este ı̂n continuare sortat, deoarece G[K − 1] = 1 < G[K] ≤ G[K + 1]

ı̂nainte de decrementarea lui G[K], deci după decrementare vom avea G[K − 1] =

1 ≤ G[K] < G[K + 1], adică dubla relat, ie de ordonare se păstrează.
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• Întrucât secvent,a G[2], G[3], . . . , G[N ] reprezintă gradele unui arbore, putem aplica

acelas, i rat, ionament ca mai ı̂nainte pentru a deduce că G[2] = 1. Cu ce nod vom uni

nodul 2? Dacă G[K] > 1, ı̂l vom uni cu nodul K. Dacă prin decrementare, G[K] a

ajuns la valoarea 1, vom trece la nodul K + 1 (despre care s,tim că are gradul mai

mare ca 1) s, i vom trasa muchia 2↔ (K + 1).

• Procedeul acesta se repetă până când au fost trasate N − 2 muchii. Aceasta

ı̂nseamnă că a mai rămas o singură muchie de trasat. Iată deci că, mai devreme sau

mai târziu, este oricum inevitabil să ajungem la cazul particular de arbore de care

am amintit mai devreme. Deoarece la primul pas am unit nodul 1 cu nodul K, la al

doilea pas am unit nodul 2 cu un alt nod (K sau K+1) s, .a.m.d., rezultă că ı̂n N−2

iterat, ii, toate nodurile de la 1 la N − 2 s, i-au completat numărul de vecini. De aici

rezultă că ultima muchie pe care o vom trasa este (N − 1)↔ N ; putem să tipărim

această muchie
”
cu ochii ı̂nchis, i”, fără nici un fel de teste suplimentare. Ultima

muchie trasată este diferită de celelalte s, i necesită o operat, ie separată de trasare

din cauză că, ı̂n timp ce primele N − 2 iterat, ii uneau o frunză cu un nod intern,

această ultimă iterat, ie are de unit două frunze, deci nu are sens să mai căutăm un

nod de grad mai mare ca 1.

Aceasta este metoda de lucru. Calculul complexităt, ii este simplu: Avem nevoie doar

de doi indici: Unul care marchează frunza curentă (̂ın program el se numes,te pur s, i simplu

i) s, i care avansează la fiecare pas, s, i unul care marchează primul număr mai mare ca

1 din vector (̂ın program se numes,te First) s, i care se incrementează cu cel mult 1 la

fiecare pas (deci de mai put, in de N ori ı̂n total). De aici rezultă complexitatea liniară a

algoritmului.

Să vedem cum se comportă această metodă pe cazul particular al exemplului 1:
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G

1 2 3 2 1 1

1 1 1 2 2 3

1 1 1 1 2 3

1 1 1 1 1 3

1 1 1 1 1 2

1 1 1 1 1 1

sortare

i First

i First

i First

i First

=⇒ muchia (1,4)

=⇒ muchia (2,5)

=⇒ muchia (3,6)

=⇒ muchia (4,6)

=⇒ muchia (5,6)

Mai trebuie remarcat că solut, ia nu este unică. Propunem ca temă cititorului să scrie

un program care să verifice ı̂n timp O(N logN) dacă solut, ia furnizată de un alt program

este corectă.

 #include <stdio.h>

 int G[10001], N;

 long Sum;

 FILE *OutF;



 void ReadData(void)

 { FILE *F=fopen("input.txt","rt");

 int i;



 fscanf(F,"%d\n",&N);

 for (i=1, Sum=0; i<=N; i++)

 { fscanf(F,"%d",&G[i]);

 Sum+=G[i];

 }

 fclose(F);

 }



 void Sift(int K, int N)
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 /* Cerne al K-lea element dintr-un heap de N elemente */

 { int Son;



 /* Alege un fiu mai mare ca tatal */

 if (K<<1<=N)

 { Son=K<<1;

 if (K<<1<N && G[(K<<1)+1]>G[(K<<1)])

 Son++;

 if (G[Son]<=G[K]) Son=0;

 }

 else Son=0;

 while (Son)

 { /* Schimba G[K] cu G[Son] */

 G[K]=(G[K]ˆG[Son])ˆ(G[Son]=G[K]);

 K=Son;

 /* Alege un alt fiu */

 if (K<<1<=N)

 { Son=K<<1;

 if (K<<1<N && G[(K<<1)+1]>G[(K<<1)])

 Son++;

 if (G[Son]<=G[K]) Son=0;

 }

 else Son=0;

 }

 }



 void HeapSort(void)

 { int i;



 /* Construieste heap-ul */

 for (i=N>>1; i;) Sift(i--,N);

 /* Sorteaza vectorul */

 for (i=N; i>=2;)

 { G[1]=(G[1]ˆG[i])ˆ(G[i]=G[1]);

 Sift(1,--i);

 }

 }



 void Match(void)

 { int i, First=1;



 while (G[First]==1 && First<N) First++;

 /* Trebuie adaugata si conditia First<N

 pentru a acoperi cazul particular N=2 */

 for (i=1; i<=N-2; i++)
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 { fprintf(OutF,"%d %d\n", i, First);

 First+=(--G[First]==1);

 }

 fprintf(OutF,"%d %d\n", N-1, N);

 }



 void main(void)

 {

 ReadData();

 OutF=fopen("output.txt","wt");

 if (Sum==(N-1)<<1)

 { HeapSort();

 Match();

 }

 else fputs("Problema nu are solutie!\n",OutF);

 fclose(OutF);

 }

6.17 Problema 17

Iată un nou exemplu de problemă care admite două rezolvări: una evidentă, dar neefi-

cientă s, i una mai put, in evidentă, dar cu mult mai eficientă.

ENUNT, : Fie V un vector. Arborele cartezian atas,at vectorului V este un arbore

binar care se obt, ine astfel: Dacă vectorul V este vid (are 0 elemente), atunci arborele car-

tezian atas,at lui este de asemenea vid. Altfel, se selectează elementul de valoare minimă

din vector s, i se pune ı̂n rădăcina arborelui, iar arborii cartezieni atas,at, i fragmentelor de

vector din stânga (respectiv din dreapta) elementului minim se pun ı̂n subarborele stâng,

respectiv drept al rădăcinii. Iată, de exemplu, care este arborele cartezian al următorului

vector cu 8 elemente:
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8

2

4

1

5

3

6

4

8 2 4 1 5 3 6 4V

În figură au fost ı̂ncadrate prin dreptunghiuri punctate port, iunile din stânga, respectiv

din dreapta elementului minim, ı̂mpreună cu subarborii atas,at, i. Trebuie observat că

arborele cartezian atas,at unui vector poate să nu fie unic, ı̂n cazul ı̂n care există mai

multe elemente de valoare minimă. Vom impune ca o condit, ie suplimentară ca elementul

care va fi trecut ı̂n rădăcină să fie cel mai din stânga dintre minime (cel cu indicele cel

mai mic). Astfel, arborele cartezian este unic.

Cerint,a problemei este ca, dându-se un vector, să i se construiască arborele cartezian.

Intrarea: Fis, ierul de intrare INPUT.TXT cont, ine pe prima linie valoarea lui N (N ≤
10.000), iar pe a doua N numere naturale mai mici ca 30.000, separate prin spat, ii.

Ies, irea se va face ı̂n fis, ierul text OUTPUT.TXT sub următoarea formă:

T1 T2 T3 . . . TN

unde Ti este indicele ı̂n vector al elementului care este părintele lui V [i] ı̂n arborele

cartezian. Dacă V [i] este rădăcina arborelui, atunci Ti = 0.

Exemplu: Pentru exemplul dat mai sus, fis, ierul INPUT.TXT este:

8

8 2 4 1 5 3 6 4

După cum reiese din figură, tatăl elementului 8 este elementul 2, adică al doilea ı̂n

vector; tatăl elementului 2 este elementul 1, adică al 4-lea ı̂n vector; tatăl elementului 5

este elementul 3, adică al 6-lea ı̂n vector s, .a.m.d. Fis, ierul de ies, ire este deci:

2 4 2 0 6 4 8 6
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Complexitate cerută: O(N).

Timp de implementare: 45 minute - 1h.

Timp de rulare: 2 secunde.

REZOLVARE: Nu ı̂ntâmplător s-a impus o complexitate liniară pentru rezolvarea

acestei probleme. Altfel, ea ar fi trivială ı̂n O(N2), prin următoarea metodă: scriem o

procedură care parcurge vectorul s, i caută minimul, apoi se reapelează pentru bucăt, ile de

vector aflate ı̂n stânga, respectiv ı̂n dreapta minimului. Pentru a demonstra că această

variantă de rezolvare are complexitate pătratică, să ne imaginăm cum s-ar comporta ea

pe cazul:

V = (N N − 1 N − 2 . . . 2 1) (6.43)

La primul apel, procedura ar face N comparat, ii pentru a parcurge vectorul (deoarece

elementul minim este ultimul ı̂n vector) s, i s-ar reapela pentru port, iunea din vector care

cuprinde primele N − 1 elemente. La al doilea apel, ar face N − 1 comparat, ii s, i s-ar

reapela pentru primele N − 2 elemente etc. În concluzie, numărul total de comparat, ii

făcute este

N + (N − 1) + (N − 2) + · · ·+ 1 =
N(N + 1)

2
(6.44)

de unde rezultă complexitatea. O problemă interesantă, pe care ı̂i vom lăsa plăcerea

cititorului să o rezolve, este de a demonstra că această versiune nu poate atinge o

complexitate mai bună decât O(N logN) s, i de a arăta care sunt cazurile cele mai

favorabile pe care se obt, ine această complexitate.

A doua metodă este s, i ea destul de us,or de ı̂nt,eles s, i de implementat. Ceea este mai

greu de acceptat este că ea are complexitate liniară, as,a cum vom ı̂ncerca să explicăm

la sfârs, it. Iată mai ı̂ntâi principiul de rezolvare: vom porni cu un arbore cartezian vid

s, i, la fiecare pas, vom adăuga câte un element al vectorului V la acest arbore, astfel

ı̂ncât structura obt, inută să rămână un arbore cartezian. La al k-lea pas, vom adăuga

elementul V [k] ı̂n arbore s, i vom restructura arborele ı̂n as,a fel ı̂ncât să obt, inem arborele

cartezian atas,at primelor k elemente din V . Trebuie să ne concentrăm atent, ia asupra a

două lucruri:

1. Cunoscând arborele cartezian atas,at primelor k-1 vârfuri s, i elementul V [k], cum se

obt, ine arborele cartezian atas,at primelor k vârfuri?
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2. Cum reus, im să actualizăm de N ori arborele astfel ı̂ncât timpul total consumat să

fie liniar?

Pentru a răspunde la prima ı̂ntrebare, pe lângă vectorii V s, i T , mai este necesară o

stivă S, ı̂n care vom stoca elemente ale vectorului V . Init, ial, stiva este vidă. Atunci când

un nou element X soses,te, el va fi introdus ı̂n stivă imediat după ultimul număr din stivă

care are o valoare mai mică sau egală cu X. Toate elementele care se aflau ı̂nainte ı̂n

stivă pe pozit, ii mai mari sau egale cu pozit, ia pe care a fost inserat X vor fi eliminate

din stivă, iar elementul care se afla exact pe pozit, ia lui X va deveni fiul stâng al lui X.

X ı̂nsus, i va deveni fiul drept al predecesorului său ı̂n stivă. La fiecare moment, primul

element din stivă este rădăcina arborelui cartezian.

Pentru a ı̂nt,elege mai bine principiul de funct, ionare a stivei, să analizăm mai de

aproape exemplul din enunt, .

La ı̂nceput stiva este vidă. Primul element din V are valoarea 8, drept care ı̂l vom

pune ı̂n stivă, iar arborele cartezian va avea un singur nod:

8

8S

Următorul element sosit este 2. Acesta este mai mic decât 8, deci trebuie introdus

ı̂naintea lui ı̂n stivă. El va fi deci primul element din stivă s, i rădăcina arborelui cartezian

la acest moment. Concomitent, 8 va fi eliminat din stivă s, i va deveni fiul stâng al lui 2:

2

8

2S

Se observă că arborele obt, inut este tocmai arborele cartezian atas,at secvent,ei

(V [1], V [2]). Următorul element este 4, care este mai mare decât 2, deci trebuie adăugat

ı̂n vârful stivei. Nici un element nu este eliminat din stivă, iar 4 devine fiul drept al lui 2:
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2

8 4

2 4S

Următorul element sosit este 1, care este mai mic decât toate numerele din stivă.

Stiva se va goli, iar numărul 2 (cel peste care se va scrie 1) va deveni fiul stâng al lui 1:

1

2

8 4

1S

Deja arborele ı̂ncepe să semene cu forma sa finală. Urmează elementul 5, care va fi

adăugat ı̂n stivă s, i ”
atârnat” ı̂n dreapta lui 1:

1

2

8 4

5

1 5S

Elementul 3 este mai mare ca 1, căruia ı̂i va deveni fiu drept, dar mai mic ca 5, pe

care ı̂l va elimina din stivă:
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1

2

8 4

3

5

1 3S

Următorul număr, 6, va fi adăugat la extremitatea dreaptă a arborelui s, i ı̂n vârful

stivei:

1

2

8 4

3

5 6

1 3 6S

În sfârs, it, elementul 4 va fi fiul drept al lui 3 s, i ı̂l va elimina din stivă pe 6, care ı̂i va

deveni fiu stâng:

1

2

8 4

3

5 4

6

1 3 4S
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Se observă că arborele a ajuns tocmai la forma sa corectă. Trebuie acum să ne ocupăm

de un detaliu de implementare. Pentru a afla pozit, ia pe care trebuie inserat un element

ı̂n stivă avem două metode:

1. Putem să căutăm ı̂n stivă de la dreapta la stânga (ar fi mai corect spus
”
de la

vârf spre bază”) până dăm de un element mai mic decât cel de inserat; programul

foloses,te această metodă s, i ı̂i vom discuta ı̂n final eficient,a.

2. Putem face o căutare binară ı̂n stivă, ı̂ntrucât elementele din stivă au valori

crescătoare de la bază spre vârf (lăsăm demonstrat, ia acestei afirmat, ii ı̂n seama

cititorului). O căutare binară ı̂ntr-un vector de k elemente poate necesita, ı̂n cazul

cel mai nefavorabil, log k comparat, ii. În cazul cel mai nefavorabil, când vectorul V

este sortat crescător, elementele vor fi introduse pe rând ı̂n stivă s, i nu vor mai fi

scoase, deci la fiecare pas se vor face log k comparat, ii, unde k ia valori de la 1 la N .

Complexitatea care rezultă este mai slabă decât cea cerută:

O(log 1 + log 2 + · · ·+ logN) = O(
N∑
k=1

log k) =

= O(log
N∏
k=1

k) = O(logN !) = O(N · logN)

(6.45)

Acesta este unul din put, inele cazuri ı̂n care căutarea binară este mai ineficientă decât

cea secvent, ială.

Pentru us,urint,a programării, sursa C de mai jos ret, ine ı̂n stiva S nu valorile elemente-

lor, ci indicii lor ı̂n vectorul V (deoarece aces,tia sunt cerut, i pentru construct, ia vectorului

T ).

 #include <stdio.h>

 #define NMax 10001



 int V[NMax], /* Vectorul */

 T[NMax], /* Vectorul de tati */

 S[NMax], /* Stiva */

 N; /* Numarul de elemente */



 void ReadData(void)

 { FILE *F=fopen("input.txt","rt");

 int i;
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

 fscanf(F,"%d\n",&N);

 for (i=1; i<=N;)

 fscanf(F, "%d", &V[i++]);

 }



 void BuildTree(void)

 { int i,k,LenS=0;



 S[0]=0; /* Pentru ca initial T[1] sa fie 0 */

 for (i=1; i<=N; i++)

 { /* Cauta pozitia pe care va fi inserat V[i] */

 k=LenS+1;

 while (V[S[k-1]]>V[i]) k--;

 /* Face corecturile in S si T */

 T[i]=S[k-1];

 if (k<=LenS) T[S[k]]=i;

 /* i este ultimul element din stiva, deci... */

 S[LenS=k]=i;

 }

 }



 void WriteSolution(void)

 { FILE *F=fopen("output.txt","wt");

 int i;

 for (i=1; i<=N;)

 fprintf(F,"%d ",T[i++]);

 fprintf(F,"\n");

 }



 void main(void)

 {

 ReadData();

 BuildTree();

 WriteSolution();

 }

Acum să analizăm s, i complexitatea acestui algoritm. În primul rând, ea nu poate fi

mai bună decât O(N), pentru că aceasta este complexitatea funct, iilor de intrare s, i ies, ire.

Procedura BuildTree se compune dintr-un ciclu for ı̂n care se execută patru operat, ii

ı̂n timp constant s, i o instruct, iune repetitivă while. Numărul total de operat, ii ı̂n timp

constant care se execută ı̂n procedură este prin urmare O(N). Problema este: care este

numărul total maxim de evaluări ale condit, iei logice din bucla while? Aparent, bucla
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while se execută de O(N) ori, deci numărul total de evaluări ar fi O(N2). Să aruncăm

totus, i o privire mai atentă.

Fiecare evaluare a condit, iei din bucla while are ca efect decrementarea lui k s, i,

implicit, eliminarea unui element deja existent ı̂n stivă. Pe de altă parte, fiecare element

este introdus ı̂n stivă o singură dată s, i deci nu poate fi eliminat din stivă decât cel mult

o dată. As,adar numărul maxim de elemente ce pot fi eliminate din stivă pe parcursul

executării procedurii BuildTree este N −1, deci numărul total de evaluări ale condit, iei

este O(N). De aici rezultă că programul are complexitate liniară.

6.18 Problema 18

ENUNT, : Se dă un vector nesortat cu elemente numere reale oarecare. Considerând

că vectorul ar fi sortat, se cere să se găsească distant,a maximă ı̂ntre două elemente

consecutive ale sale, fără ı̂nsă a sorta efectiv vectorul.

Intrarea: Fis, ierul INPUT.TXT cont, ine pe prima linie numărul N de elemente din

vector (N ≤ 5.000). Pe următoare linie se dau numerele separate prin spat, ii.

Ies, irea: Pe ecran se va tipări un mesaj de forma:

Distant,a maximă este D

Exemplu: Pentru fis, ierul de intrare cu cont, inutul

4

5 3.2 2 3.7

răspunsul trebuie să fie

Distanta maxima este 1.3

Timp de implementare: 30 minute.

Timp de rulare: 2-3 secunde.

Complexitate cerută: O(N).

REZOLVARE: Desigur că primul lucru la care ne gândim este să sortăm vectorul

s, i să ı̂l parcurgem apoi de la stânga la dreapta, căutând distant,a maximă ı̂ntre două

elemente consecutive. Complexitatea unui asemenea algoritm este O(N logN). Nici
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această solut, ie nu este rea, iar la un concurs, comisiei de corectare i-ar veni destul de

greu să găsească teste care să departajeze un algoritm ı̂n O(N logN) de unul liniar, chiar

s, i pentru N = 5.000. Totus, i, vom arăta care este algoritmul liniar; ı̂n primul rând de

dragul
”
artei”, iar ı̂n al doilea rând pentru că nu este cu mult mai greu de implementat

decât o sortare.

Primul lucru care trebuie făcut este găsirea maximului s, i a minimului din vector; să

notăm aceste valori cu Vmax s, i Vmin. Aceste operat, ii se fac ı̂n timp liniar, eventual chiar

la citirea datelor din fis, ier. Apoi se ı̂mparte intervalul [Vmin, Vmax] de pe axa reală ı̂n

N − 1 intervale egale. Iată cazul exemplului din enunt, , unde Vmin = 2 s, i Vmax = 5:

0 2 3,2 3,7 5

Vmin Vmax

Lungimea fiecărui interval va fi deci de

D =
Vmax − Vmin

N − 1
(̂ın cazul nostru D = 1) (6.46)

De ce s-a făcut această ı̂mpărt, ire? Dacă notăm cu Dmax distant,a maximă pe axă

ı̂ntre două numere vecine, adică tocmai valoarea pe care o căutăm, se poate demonstra

că Dmax ≥ D. Într-adevăr, ı̂ntre cele N numere de pe axă se formează N − 1 intervale.

Dacă presupunem că Dmax < D, rezultă că distant,a ı̂ntre oricare două numere consecutive

de pe axă este mai mică decât D. De aici deducem că distant,a dintre primul s, i ultimul

număr, adică Vmax−Vmin, este mai mică decât (N − 1)×D. Dar aceasta duce la relat, ia:

Vmax − Vmin < (N − 1) · Vmax − Vmin

N − 1
=⇒ Vmax − Vmin < Vmax − Vmin (6.47)

relat, ie care este absurdă; demonstrat, ia afirmat, iei Dmax ≥ D este completă.

Următorul pas pe care ı̂l avem de făcut este să parcurgem ı̂ncă o dată vectorul de

numere s, i să aflăm pentru fiecare element căruia dintre intervalele de lungime ı̂i apart, ine.

S, i această operat, ie se poate face ı̂n O(N). Convenim ca dacă un număr X se află exact

la limita dintre două intervale, adică

X = Vmin + k ·D, 0 ≤ k < N (6.48)
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el să fie considerat ca apart, inând intervalului din dreapta. Aceasta ı̂nseamnă că

elementul de valoare Vmax nu apart, ine nici unuia din cele N − 1 intervale, ci celui de-al

N -lea interval, [Vmax, Vmax + D]. Să vedem la ce ne ajută acest lucru. Din moment ce

Dmax ≥ D, rezultă că este imposibil ca distant,a maximă să se producă ı̂ntre două numere

din acelas, i interval, deoarece distant,a ı̂n cadrul aceluias, i interval nu poate atinge valoarea

D. Este deci obligatoriu ca distant,a maximă să apară ı̂ntre două elemente din intervale

distincte. Să urmărim ı̂n figura următoare ce alte proprietăt, i mai au aceste numere:

Vmin X

?

X ′

?

Y ′ Y Vmax

· · · · · ·

Dacă X s, i Y sunt valorile ı̂ntre care diferent,a este maximă, este de la sine ı̂nt,eles că

ı̂ntre ele nu mai există nici un număr, deoarece se prespune că X s, i Y sunt consecutive

ı̂n vectorul sortat. Aceasta ı̂nseamnă ı̂nsă că X este cel mai mare număr din intervalul

său, iar numărul X ′ nu poate exista acolo unde a fost el figurat. Analog, Y este cel mai

mic număr din intervalul său, iar numărul Y ′ nu poate exista. De fapt, ı̂n nici unul din

intervalele dintre cele care le cuprind pe X s, i Y nu poate exista nici un număr.

Prin urmare, diferent,a maximă se poate produce numai ı̂ntre maximul unui interval

s, i minimul imediat următor. Următorul pas ı̂n găsirea solut, iei presupune aflarea pentru

fiecare din cele N − 1 intervale (sau N dacă ı̂l considerăm s, i pe ultimul, cel care nu ı̂l

cont, ine decât pe Vmax) a minimului s, i a maximului. S, i acest pas se execută ı̂n O(N),

deoarece procesarea fiecărui element din vector se reduce la numai două comparări, cu

minimul s, i cu maximul intervalului ı̂n care se ı̂ncadrează el. Vor rezulta doi vectori care

ı̂n program se vor numi Lo s, i Hi. Iată care sunt valorile lor pentru exemplul nostru:

Intervalul: [2, 3) [3, 4) [4, 5) [5, 6)

Lo: 2 3,2 − 5

Hi: 2 3,7 − 5

Deoarece ı̂n intervalul [4,5) nu se află elemente, rezultă că elementele corespunzătoare

din vectorii Lo s, i Hi trebuie să aibă o valoare specială care să informeze programul asupra

acestui lucru. De exemplu, sursa oferită mai jos foloses,te următorul artificiu: init, ializează

vectorul Lo cu valori foarte mari (Vmax + 1), astfel ı̂ncât orice număr
”
repartizat” ı̂ntr-un

interval să modifice această valoare. Similar, vectorul Hi este init, ializat cu Vmin − 1.

Dacă pentru un interval aceste valori se păstrează până la sfârs, it, putem trage concluzia

că ı̂n respectivul interval nu se află nici un număr.
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În continuare, elementele vectorilor Lo s, i Hi se amestecă formând un nou vector W

care de data aceasta este sortat. Sortarea este foarte us,oară, pentru că nu avem decât să

as,ezăm numerele ı̂n ordinea Lo[1], Hi[1], Lo[2], Hi[2], . . . , Lo[N ], Hi[N ]. Des, i la prima

vedere pare că noul vector rezultat are 2N elemente, de fapt el are numai N elemente,

pentru că:

• Dacă ı̂ntr-un interval K există un singur număr, (cazul intervalelor [2,3) s, i [5,6))

sau există numai numere egale, atunci Lo[K] = Hi[K] s, i este suficient să copiem ı̂n

W una singură dintre aceste două valori;

• Dacă ı̂ntr-un interval nu există nici un număr, putem să nu copiem nici o valoare

ı̂n vectorul W .

Astfel, construct, ia vectorului W se poate face ı̂n timp liniar, mai exact ı̂n O(2N). Se

observă că la această construct, ie se poate ı̂ntâmpla ca unele numere să
”
dispară”, adică să

nu fie trecute ı̂n vectorul W . De exemplu, dacă ı̂ntre numerele 3,2 s, i 3,7 ar mai fi existat

un număr, 3,5, el nu ar fi fost nici minim, nici maxim pentru intervalul său, deci nu ar

fi fost copiat. Totus, i, trierea ı̂n acest fel a elementelor nu afectează ı̂n nici un fel solut, ia.

În cazul nostru, nu se ı̂ntâmplă să dispară nici un element, deci W = (2, 3, 2, 3, 7, 5).

După ce am construit vectorul W , nu mai avem decât să-l parcurgem de la stânga la

dreapta s, i să tipărim diferent,a maximă ı̂ntâlnită ı̂ntre două numere consecutive (repetăm,

vectorul W este sortat), această ultimă etapă necesitând s, i ea un timp liniar. Nu se poate

obt, ine o complexitate inferioară celei liniare, ı̂ntrucât citirea datelor presupune ea ı̂nsăs, i

N operat, ii.

Ca un detaliu de implementare, odată ce au fost construit, i vectorii Lo s, i Hi, vectorul

V nu mai este necesar, deci putem construi chiar ı̂n el vectorul W , pentru a economisi

memorie.

 #include <stdio.h>

 #define NMax 5000

 float V[NMax+1], Lo[NMax+1], Hi[NMax+1];

 float Delta, Max, Min;

 int N;



 void ReadData(void)

 /* Citeste vectorul si afla maximul si minimul */

 { FILE *F=fopen("input.txt", "rt");

 int i;
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

 fscanf(F, "%d\n", &N);

 fscanf(F, "%f", &V[1]);

 Max=Min=V[1];



 for (i=2; i<=N; i++)

 {

 fscanf(F, "%f", &V[i]);

 if (V[i]>Max) Max=V[i];

 else if (V[i]<Min) Min=V[i];

 }

 fclose(F);

 }



 void Split(void)

 { int i, K;



 Delta = (Max-Min)/(N-1);

 /* Se initializeaza vectorii Lo si Hi */

 for (i=0; i<=N; Lo[i]=Max+1, Hi[i++]=Min-1);



 /* Se construiesc intervalele */

 for (i=1; i<=N; i++)

 {

 K = (V[i]-Min)/Delta;

 if (V[i]<Lo[K]) Lo[K]=V[i];

 if (V[i]>Hi[K]) Hi[K]=V[i];

 }

 }



 void Rebuild(void)

 /* Rescrie vectorul V, pentru a economisi memorie,

 pastrand numai capetele intervalelor */

 { int i, M=0;



 for (i=0;i<N; i++)

 {

 if (Lo[i] != Max+1) V[++M]=Lo[i];

 if (Hi[i] != Min-1 && Hi[i] != Lo[i]) V[++M]=Hi[i];

 }

 N=M;

 }



 void FindGap(void)

 /* Acum cautarea distantei maxime se face
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 secvential, vectorul fiind sortat */

 { int i;

 float Gap=0;



 for (i=2; i<=N; i++)

 if (V[i]-V[i-1] > Gap)

 Gap = V[i]-V[i-1];

 printf("Distanta maxima este %0.3f\n", Gap);

 }



 void main(void)

 {

 ReadData();

 if (Max==Min)

 puts("0");

 else

 {

 Split();

 Rebuild();

 FindGap();

 }

 }
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2.6 Înmult, irea unui vector cu un scalar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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